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INTRODUCAO



» VIGAS sdo geralmente elementos prismaticos retos longos,
sujeitos a forcas perpendiculares ao seu eixo:
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INTRODUCAO

- Carregamentos transversais de vigas s3o classificados como forcas
concentradas ou forcas distribuidas; =




INTRODUCAO

Carregamentos transversais de vigas sdo classificados como forcas
concentradas ou forcas distribuidas; a

Tais carregamentos induzem esforcos
internos na estrutura:

- Esforcos  cortantes  provocam
tensoes de cisalhamento;

- Momentos fletores provocam
tensoes normais.

'

Na maioria dos casos, o critério dominante no projeto de uma viga quanto a
resisténcia é o valor mdximo da tensdo normal atuante.




INTRODUCAO

Carregamentos transversais de vigas sdo classificados como forcas
concentradas ou forcas distribuidas; » ) /

Tais carregamentos induzem esforcos
internos na estrutura: -

- Esforcos  cortantes provocamt
tensoes de cisalhamento:

- Momentos fletores provocam
tensoes normais.

v

Na maioria dos casos, o critério dominante no projeto de uma viga quanto a
resisténcia é o valor mdximo da tensao normal atuante.

TensOes normais dependem somente do valor do momento fletor e da
geometria da secao:
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Classificacao da Flexao



Classificacao da Flexao

» A flexao pode ser classificada de acordo com o esforco
solicitante que acompanha o momento fletor:
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Classificacao da Flexao

» A flexao pode ser classificada de acordo com o esforco
solicitante que acompanha o momento fletor:

Pl lP
> PURA: O momento fletor é o #4> PN
Unico esforco atuante na secdo. * ?
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Classificacao da Flexao

» A flexao pode ser classificada de acordo com o esforco
solicitante que acompanha o momento fletor:

Pl lP
» PURA: O momento fletor é o Unico esforco /5 AN
atuante na secdo. Isto é: cortante = normal =0 p$ P
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> SIMPLES: Atua na secdo o "
momento Fletor e o esforgo@ ARpES
cortante. (MECANICA DOS =
SOLIDOS 3) @
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Classificacao da Flexao

» A flexao pode ser classificada de acordo com o esforco
solicitante que acompanha o momento fletor:

» PURA: O momento fletor é o Unico esforco atuante na secdo. Isto é: cortante =
normal = 0.

> SIMPLES: Atua na secdo o momento Fletor e o esforco cortante. (MECANICA DOS
SOLIDOS 3)

» COMPOSTA: Atua na secdo o momento Fletor e o esforco
Normal. (MECANICA DOS SOLIDOS 3)
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PILAR DE CANTO / VIGA PROTENDIDA SAPATAS COM CARGAS EXCENTRICAS



Analise preliminar das tensoes na flexao
pura



Analise das tensoes na flexao pura

N
-  Membro em flexdo pura: C ,
Barra submetida a agdo de dois momentos e W
iguais e de sentidos contrarios, que atuam \ ’)
em um mesmo plano longitudinal.

- Tomando uma se¢do transversal qualquer ao longo de uma peca prismatica
em flexao pura:
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Analise das tensoes na flexao pura

M

-  Membro em flexao pura: C
Barra submetida a agdo de dois momentos S M
iguais e de sentidos contrarios, que atuam A ‘) |
em um mesmo plano longitudinal.

Tomando uma se¢do transversal qualquer ao longo de uma pega prismatica
em flexdo pura:

y y As componentes 1,, e T,, s4o nulas;
2 TrydA Ba SF, = 0 fo,dA =0
T\._'(/.'\ g / PR
\ ‘/ \‘\ ZMV b fZOx dA = 0
}/_/A P’T\\/\x / »
/ R z M, = M [(-y0,) dA = M
Y



Analise das tensoes na flexao pura

.5
-  Membro em flexdo pura: C
Barra submetida a agdo de dois momentos e, W
iguais e de sentidos contrarios, que atuam . ) ]
em um mesmo plano longitudinal.

B

- Tomando uma se¢do transversal qualquer ao longo de uma peg¢a prismatica
em flexdo pura:
As componentes T, e T, sdo nulas,

-~

Y Y
s TedA B >F, = 0 fo,dA =0
T, .\ “4"/ - ’)
\;’ =M, = 0 [z0, dA = 0
}///‘ }’fﬁx / X
A = 5 : M, = M [(-yo,) dA = M

A distribuicdo real de tensdes na secdo
transversal é estaticamente indeterminada.




Deformacoes em uma barra simétrica na
flexao pura



Deformacoes na flexao pura

- Consideremos uma barra prismatica que contém um plano de simetria, sujeita
a a¢ao de dois momentos M e M’, que atuam no plano de simetria, com
intensidades iguais e sentidos opostos.

M

C "
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Deformacoes na flexao pura

Consideremos uma barra prismatica que contém um plano de simetria, sujeita

a acdo de dois momentos M e M’, que atuam no plano de simetria, com
intensidades iguais e sentidos opostos.

M’

C .
,\ S

B
Hipoteses:
- A barra se flexiona sob a acdo dos momentos, mas permanece simetrica

em relac@o ao plano;

- O momento fletor M ¢ o mesmo em qualquer se¢do, entdo a barra se
flexiona de maneira uniforme.



Deformacoes na flexao pura

As linhas AB e A’B’, inicialmente
retas, se transformam em arcos de
circunferéncia de centro C.

-

A linha AB diminui de comprimento;
A linha A’B’ aumenta de comprimento.




Deformacoes na flexao pura

Y

> A deformagdo especifica ¢, e a tenséo
g, sdo negativas na parte superior da
barra (compressdo).

A deformacdo especifica ¢ e a tensdo

o, sdo positivas na parte inferior da
barra (tracdo).



Deformacoes na flexao pura

Y

> A deformacdo especifica ¢, e a tensdo
o, sdo negativas na parte superior da
barra (compressdo).

Havera uma superficie paralela a face
superior e a face inferior da barra onde ¢,
e o, sdo nulas (superficie neufra).

A deformacdo especifica ¢, e a tensdo

> o, sdo positivas na parte inferior da

barra (tracao).



Deformacoes na flexao pura

- Antersecgao da superficie neutra com uma dada se¢ao transversal da barra ¢
chamada linha neuii eixo neutro da secao;
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Adotemos um novo sistema de coordenadas com origem em um ponto

Deformacoes na flexao pura

A mterseccao da superficie neutra com uma dada se¢do transversal da barra ¢
chamada /inha neutra ou eixo neutro da secao;

sobre a superficie neutra:
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Deformacoes na flexao pura

A mterseccdo da superficie neutra com uma dada seca@o transversal da barra ¢

chamada linha neutra ou eixo neutro da sec¢io;

Adotemos um novo sistema de coordenadas com origem em um ponto

sobre a superficie neutra:
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Chamando de p o raio do arco de circunferéncia
DE e de 0 o angulo, o comprimento DE é igual
ao comprimento L da barra inderformada:

I =

po



Deformacoes na flexao pura

A Considerando um arco JK, localizado a uma
_ distancia y acima da superficie neutra, temos
AN que o comprimento deste arco ¢ dado por:
. .
p p—y L —(p—y)é’
y \ A variacdo de comprimento ¢ dada por:
A B\ T A _
L /o _~\K_>Y AL=L'-L= (p y)ﬁ po
““xh_J'lr,f T—1 \ A
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Deformacoes na flexao pura

Considerando um arco JK, localizado a uma
distancia y acima da superficie neutra, temos
que o comprimento deste arco ¢ dado por:

L'=(p-y)0
A variacao de comprimento ¢ dada por:
AL=L'-L=(p-y)0-pb
WAL =—y0
E, portanto, a deformacdao especifica

longitudinal ¢, nos elementos que compdem
a fibra JK, sera dada por:

AL —y0 i
E. = — €, — — —
YL pb ’ | P

g, varia linearmente com a
distancia y a superficie neutra!




Deformacoes na flexao pura

- A maior deformacdo especifica & ocorre para o maximo valor de y.
Chamando de ¢ esse valor maximo, e expressando por ¢,, o valor absoluto
maximo da deformagdo especifica, temos:

Eixo

neutro

Y




Tensoes e deformacgoes no regime
elastico



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

- Se o momento fletor M tem valor tal que as tensdes normais se mantém
abaixo do limite de proporcionalidade e do limite de elasticidade do
material, a le1 de Hooke (para o estado uniaxial de tensdes) pode ser

aplicada:

o.=FE¢

X X

- Dai; g

e = —fe,;;.: » Ee,=—= Ea‘ )



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

- Se o momento fletor M tem valor tal que as tensdes normais se mantém
abaixo do limite de proporcionalidade e do limite de elasticidade do
material, a le1 de Hooke (para o estado uniaxial de tensdes) pode ser

aplicada:

- Dai:

- Como, o, =E¢

_ & s y
Ent3o: o )



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

Se o momento fletor M tem valor tal que as tensdes normais se mantém
abaixo do limite de proporcionalidade e do limite de elasticidade do
material, a le1 de Hooke (para o estado uniaxial de tensdes) pode ser

aplicada:
o, =Leg,
Dai:
ly :
€ — T T En: » Ee, = __(Egm)
( : C
i
iT_”
Como, o, =Eg, —
Entao: Yy S 1
Oy =——0y Ny ¢
____________________:. J t.l'1
Superficie neutra \ '

A tensdao normal varia linearmente com a distancia a
Superﬁcfe neutra!



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

Determinando a posi¢ao da superficie neutra e o valor maximo da tensao
normal:
- Pelas condi¢des da estatica, temos:

Y

2F, = 0 Jo,dA =0
M, = 0 fzoIdA=0
SM, = M [(-y0,) dA = M



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

Determinando a posicao da superficie neutra e o valor maximo da tensao
normal:
- Pelas condi¢des da estatica, temos:

" (_Y T [
T (A ’ Oy (l‘\ = ,<_ _(T,“>(/,\ — ’ ’/ (l\ = ()
A Lay™ | g & c J°
T .dA "/ ﬁ \ Y J
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SF, = 0 fo,dA =0
=M, = 0 [z0,dA = 0

=

J(-y0,) dA = M



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

Determinando a posicao da superficie neutra e o valor maximo da tensao

normal:
- Pelas condi¢des da estatica, temos:
y = ; Y =
O-HI
/ o, dA = ’<—'—(r,,,>(/.\ = — jl/ dA =0
A Toy (A ! . ¢ e
g’ % Y
-
0
/LX {,N.\' (Momento estatico de area) Iy d4=0
oy | . \
Isso significa que, para barras submetidas a
SF. = 0 f o dAA 0 flexdo pura (dentro do regime elastico linear)
X X
a linha neutra passa pelo centro geométrico
da secdo.
M, = 0 [z0, dA = 0 ’

SM, = M [(-y0,) dA = M



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

Determinando a posicao da superficie neutra e o valor maximo da tensao

normal:

- Pelas condi¢des da estatica, temos:

Y

SF, = 0
=M, = 0
M, = M
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Tensoes e deformacgoes no regime elastico

Determinando a posicao da superficie neutra e o valor maximo da tensao
normal:
- Pelas condig¢des da estatica, temos:

Y ' tf
l (—y) (—‘—U,n) dA =M
T A . ¢ ‘

D.H?

Iy2dA=M
H(_J

Momento de inércia / da segdo
transversal em relacdo a linha neutra!
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Formulas da flexdo em regime elastico.

: [(-y0,) dA = M i
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Tensoes e deformacgoes no regime elastico

- Arelacdo I/c so depende da geometria da secao transversal, e € denominada
modulo resistente ou momento resistente, W-

Modulo resistente = —
c



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

m I C
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- Arelacdo I/c so depende da geometria da secao transversal, e € denominada
modulo resistente ou momento resistente, W-

Modulo resistente = —
c

!!!!!!!!!!!!!!!!!!

1. - Atensdo maxima € inversamente proporcional a I7;
-

: - Uma viga deve ser projetada com o maior valor de W
possivel.



Tensoes e deformacgoes no regime elastico

- Arelacdo I/c so depende da geometria da secdo transversal, e € denominada
modulo resistente ou momento resistente, W

Modulo resistente = —

c
- M - Atensao maxima € inversamente proporcional a ;

—=>:0, =—: - Uma viga deve ser projetada com o maior valor de W
S possivel.

- Exemplo: para secdo retangular, temos:

Lo’
£:12 :lg,hzzlAh
c h/2 6 6




Tensoes e deformacgoes no regime elastico
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- Arelagdo I/c so depende da geometria da secdo transversal, e € denominada
modulo resistente ou momento resistente, W.

Modulo resistente = —

c
- M - Atensdo maxima € inversamente proporcional a ¥;
—>:0,, =—: - Uma viga deve ser projetada com o maior valor de W
A W‘ pOSSiVEl. A = 150 em?
- Exemplo: para se¢do retangular, temos: \ '
| /
1 3
I ;60 1 1
— - 12 :_bhz —— Ah h = 15cm h =20cm
c h2 6 6
1
Qual das duas vigas ao lado | o

trabalha melhor a flexéo? = 10 o 4_.|



Tensoes e deformacgoes no regime elastico




Tensoes e deformacgoes no regime elastico




Tensoes e deformacgoes no regime elastico

- A deformacao da barra submetida a flexdo ¢ medida pela curvatura da
superficie neutra, que € o inverso do raio de curvatura (//p);

- Dentro do regime elastico, temos: /

] o ”-m B 1 '\I ( » ' 1 B JI Supe?‘ficie p p
p Ec Ec I ip EIi |_ /

Linha neutra da
se¢do transversal




Exemplo 1 (exemplo 4.1, Beer)

» Uma barra de aco tem secao retangular de 20x60mm e €
submetida a acao de dois momentos iguais e de sentido
contrario que agem em um plano vertical de simetria da
barra. Determinar o valor do momento M gque provoca
escoamento do material da barra. Adotar ¢, = 250 MPa.

20 mm
— - g

Vi

1
60 mm

$




Exemplo 1 (exemplo 4.1, Beer)

20mm
Exemplo 1 w il
() -
Como o eixo neutro deve passar pelo centroide C da M ! *
secdo transversal, c=30%x10-m.
O momento de inercia da area da secdao em relacao a
linha neutra é:

I=-Lbh’= 1—12-(20>< 10‘3)(60x 10‘-”)3 ~360x10"m*

20 mm
-~
! !
30 mm
C | 4
60 mm .
L.N.
Y




Exemplo 1 (exemplo 4.1, Beer)

20mm
Exemplo 1 er— _ ]l)ll ?
60 mn
Dado o momento de inércia, podemos calcular o - 14

momento M:

I 360x107°
c 30x107°

(250x106)



Exemplo 2 (exemplo 4.2, Beer)

» Uma barra de aluminio tem secéo transversal em forma
de semicirculo, com raio r=12mm. A barra é flexionada
atée se deformar em um arco de circunferéncia de raio
medio p=2,5m. Sabendo-se que a face plana da barra
fica voltada para o centro de curvatura do arco,
determinar a maxima tensao de tracao e de compressao
na barra. Adotar E=70GPa..




Exemplo 2 (exemplo 4.2, Beer)

Exemplo 2

Primeira opcao:
Determinar o momento fletor M, correspondente ao raio de curvatura dado:

Determinar o,

Nos dois casos temos que determinar

Segunda opcao: primeiro o valor de c.

Calcular ¢,,:

] 1

I'-'



Exemplo 2 (exemplo 4.2, Beer)

Exemplo 2

I 12 mm
A ordenada y do centréide C da se¢do semicircular é: |
[y 12 mm) ) A
Y = ~ ‘ = 5.093 mm c y
T 3 Y G \
=y \
Yy |
Entao: B 8 L
c=r—y=12mm — 5.093 mm = 6.907 mm
Dai: o »-
¢ 6.907 X 10 7 m R 3
€En — — T = 2763 X 10
9 -
[) . 11l

E, aplicando a Le1 de Hooke:

O = E€g = (70 X 10° Pa)}(2.763 X 107°) 193.4 \||’;1§
Como o lado da barra analisado esta voltado para fora do centro de curvatura,
a tensdo calculada é de tragdo. A maxima tensdo de compressao ocorre no lado

“ ) 5.093 mm
Levando em conta que a tensdo | o\, = O, -
é proporcional a distancia a

g (193.4 MPa)
¢ 6.907 mm |
linha neutra... — —142.6 MPa



Vigas de concreto armado sob flexao pura



Vigas de sob flexao pura

CONCRETO

-

| Aco |

- Aproveitar melhor as caracteristicas
dos materiais;

- Diminuir custos:

- Evitar estruturas sem “aviso prévio”.

Coeficientes de dilatacdo téermica muito
Droximos:
Aco:.1.2%10/°C
Concreto: da ordem de 10~°/°C




Vigas de concreto armado sob flexao pura

e b Contrapartida do concreto.
(Cobrimento)



Vigas de concreto armado sob flexao pura

- Como 1remos obter a secdao transformada de uma viga de concreto
armado?



Vigas de concreto armado sob flexao pura

- Como 1remos obter a secdo transformada de uma viga de concreto
armado?
- Através da substitui¢do da area das barras de ago, 4, por uma
area equivalente de concreto n4_, onde n é igual a £ /E .



Vigas de concreto armado sob flexao pura

— ™ DETALHE:

o 00 Desprezamos a contribuigdo da parcela de concreto
tracionada (simplifica¢do a favor da seguranga).

- Como 1remos obter a secdo transformada de uma viga de concreto
armado?
- Através da substitui¢do da area das barras de aco, 4, por uma
area equivalente de concreto n4 , onde n ¢ igual a £ /E.



Vigas de concreto armado sob flexao pura
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Vigas de concreto armado sob flexao pura

! A
\ e
, FE
Jq {i T I..N.
u’ll X
1 9 ®.-® —l

- O momento estatico da sec¢do transformada em relacdo a linha neutra
deve ser nulo, entdo:

(bx)E—HAn(d—x)zﬂ » EbeZJrnAax—nAﬂd:Og
Permite determinar a posi¢do

da linha neutra.



Vigas de concreto armado sob flexao pura

- O momento estatico da secdo transformada em relacdo a linha neutra
deve ser nulo, entdo:

(bx)g—nAﬂ(d—x)zﬂ » é%bszrmAﬂx—nAﬂd:Ug

Permite determinar a posi¢do

da linha neutra.



Deformacoes em uma barra simétrica na
FLEXAO SIMPLES



FLEXAO SIMPLES

» FLEXAO SIMPLES: Atua na secdo o momento Fletor e o
esforco cortante. (MECANICA DOS SOLIDOS 3)

Tensao Normal gerada pela
Flexao
~

S 1)1/ P

I‘.I

Al B -
L\ D Precll Txy__—

Tensao Cisalhante devido ao
esforco cortante



Deformacoes em uma barra simétrica na
FLEXAO COMPOSTA



FLEXAO SIMPLES

» COMPOSTA: Atua na secdo o momento Fletor e o esforco
Normal. (MECANICA DOS SOLIDOS 3)

5 QU > [)
O LD e T
L~
PILAR DE CANTO / VIGA PROTENDIDA
f LY IEEEEE NN [
: My

Tensé&o devido a Flexao Tensao devido Tracao/Compressao



CONTINUA EM MECANICA 3



