UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
CAMPUS SERTAO
EIXO TECNOLOGIA

UNIVERSIDADE FEDERAL
DE ALAGOAS

]
1330
2660

BUUCAOOEN

Mecanica dos
Solidos I

Prof. Dr. Alverlando Ricardo

-----

Aula 7: PARTE Il: Tensao &
Deformacgao



Transformacao de tensoes e deformacoes



Da AULA 2



Tensao sob condicoes gerais de carregamento

» Considere um corpo sujeito a varias cargas:
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Tensao sob condicoes gerais de carregamento

> Estamos interessados nas tensdes em um ponto Q, portanto,

efetuamos um corte atraves de Q:
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Tensao sob condicoes gerais de carregamento

» Dividindo a intensidade de cada forca pela area AA e fazendo esta
area tender a zero, definimos as seguintes componentes de tensao:

O primeiro indice, x, ¢ utilizado para indicar que as tensdes
em consideracdo sdo aplicadas em uma superficie
perpendicular ao eixo X.

- Convencao de sinais:
Estas componentes de tensao sao positivas se 0s
sentidos dos vetores correspondentes apontarem nas
dire¢Ges positivas dos respectivos e1xos.




Tensao sob condicoes gerais de carregamento

» Analisando a parte do corpo localizada a direita do plano vertical
atraves de Q, obtemos trés componentes de tensdao de mesmas
Intensidades mas sentidos opostos as encontradas anteriormente:

Y

- Convencao de sinais:
Como a se¢do esta voltada para o lado negativo
do eixo x, a convencao de sinais € invertida.

‘ Todas as componentes de tensdo representadas
" ao lado sdo positivas!

Ate agora, definimos trés componentes de tensdo

associadas ao ponto Q!
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Tensao sob condicoes gerais de carregamento

» Passando cortes atraves de Q paralelos aos planos zx e Xxy,
definimos as componentes de tensdo: oy ,tyz ,TyX ,6 0z, TZX, TZY,

respectivamente;

» Para facilitar a visualizacdo do estado de tensdao no ponto Q,
consideramos um cubo infinitesimal centrado em Q (tende a zero):
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Tensao sob condicoes gerais de carregamento

» A combinacdo das forcas devido as tensdes deve satisfazer as
condicOes de equilibrio:

l
% 0, AA T, . AA ZF’C:ZF}’:ZEZ’:O
T,.AA (Automaticamente satisfeitas, pois ha for¢as
T AA iguais e opostas na dire¢do de cada eixo)
L. AA-.
| il Q‘ o . AA
a. A \\«\,LX
T..AA
T..AA




Tensao sob condicoes gerais de carregamento

» A combinacdo das forcas devido as tensdes deve satisfazer as
condicOes de equilibrio:

!
; AL - ap Y =3F=YF=0
T, AA (Automaticamente satisfeitas, pois ha for¢as
Ty AA iguais e opostas na diregdo de cada eixo)

. LS Q.

o, AA B _ o
(r_\\\i)/ ZMX' _ZM}" _ZMZ' =0

T..AA

(Momentos das for¢as em relagdo aos eixos

g A Ox’, Oy’e Q)




Tensao sob condicoes gerais de carregamento

» Considerando a projecao no plano x’y’:

(f]_ A\ 7\
T AA &

—

I,‘,\

ZMZ =0: (TD,AA)a—(z'ﬂAA)a =0

-  De maneira semelhante, obtemos:

P Ty =T

¥z zy zX



Tensao sob condicoes gerais de carregamento

» Conclusoes:

[. Sao necessarias somente seis componentes de tensdo para definir o
estado de tensao em um determinado ponto;

O, Ty Ty
[G’] =Ty O, Ty (Tensor de tensoes)
| ZX Tﬂ G-Z ]

II. Em um dado ponto, o cisalhamento nao pode ocorrer apenas em um
plano.




Transformacao de tensoes e deformacoes

- O estado mais geral de tensdao em um ponto Q pode ser representado por
sels componentes, muitas vezes agrupadas em um tensor de tensoes:

(o} vy Ty _ ; _ : _
* . = Txy o Tyx > Txz = Txxs T),-z - sz
I'=(7,, 0, Ty —
7. T O e o et
| 2X zy Z | O tensor de tensdes é simétrico!

- O mesmo estado de tensdo podera ser representado por diferentes
componentes, se os eixos coordenados sofrerem uma rotacao.
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Transformacao de tensoes e deformacoes

- Estudaremos, principalmente a transformacdo de tensdes para o
denominado estado plano de tensio, no qual duas das faces do elemento
de volume estao livres de quaisquer tensdes:

a,

Oy Ty 0
r=ir, o, 0
0 0 0]

Quando tres componentes de tensdo pertencem ao
mesmo plano e sdo suficientes para caracterizar o
estado de tensdo num ponto, configura-se um
estado duplo ou plano de tensdo!

i O estado duplo NAO é um caso particular do estado triplo, mas uma
' simplificagdo que permite desenvolver o estudo das tensdes num espaco
: bidimensional. i

______________________________________________________________________________________________



Estado plano de tensao



Estado plano de tensao

- Algumas situagdes onde podemos assumir estado plano de tensdes:

"
-
)

Placa fina sujeita a for¢as que atuam no
plano médio da espessura da placa



Estado plano de tensao

- Algumas situagdes onde podemos assumir estado plano de tensdes:

"
F-

)

Placa fina sujeita a for¢as que atuam no Superficie livre de for¢as externas de um
plano médio da espessura da placa elemento estrutural.



Estado plano de tensao

- Algumas situacdes onde podemos assumir estado plano de tensdes:

oy
_—
Txy
‘ Ox
O — X
—

Superficie “livre” de forgas externas de um elemento estrutural.

FONTE: Gere, M. and Goodno, B.J., 2009. Mechanics of materials, 7th edition. Toronto: Cengage Learning.



Transformacao do estado plano de tensao



Transformacao do estado plano de tensao

- Consideremos que existe um estado plano de tensao para o ponto Q:
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- Queremos determinar as componentes de tensao o,., 0. e 7, ., associadas a
um sistema de coordenadas rotacionado de um angulo € em torno do eixo z.

Isto ¢, expressar essas componentes em funciode o, 0,7, e 0.

Conhecendo: Queremos determinar:
0,0, T, €0. Oy Oy € Ty




Transformacao do estado plano de tensao

- Com esse objetivo, verificaremos as condi¢Ges de equilibrio (em forcas) de
um elemento prismatico com faces perpendiculares aos eixos x, y e x

Y y

o\

AA cos 0 —
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/‘\k

AA sin 6
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AA sin 0)



Transformacao do estado plano de tensao

- Estrategia I (dois passos):
1) Analise do equilibrio segundo os eixos x e y:

- Determinando valores parciais, ¢," € 6,7, no plano inclinado,
segundo os e1Xos x e y:

y' Yy ZFY =0 ..

—Tyyy AA *
prv | OxAd = 0 AdcosO + T,,Adsend
ir j. l'l :
a. (AA cos 0 | I >~ .-'.“fj ZF,ZO
| Y Y .
! > o,Ad =1, AAcos6+ 0o Adsend
AA cos 6 .. ) ¥
De maneira matricial:
7. (AA sin @)1 .
' Oy Oy Ty cnsé’l
r (AA sin 6 =
Y | oy| |[Tw Oy |lsen 0|

Vetor unitario na dire¢do normal ao plano de
interesse (definido pelos cossenos diretores).



Transformacao do estado plano de tensao

2) Determinagdo das tensdes segundo os eixos x’ e y’ a partirde 0,” e ¢, ":

¥
i\ Yy

o.0AA X
" ‘;0 |

X

# i
oy =0,cos80+0,send .. oy = (C"x cosf+ 1., sen ﬁ)cos 7 +(Tm; cos@+ o, sen H)sen 7
2 2
.|Oy =0 cos” @+ 0, sen” 6+ 27, senéfcosd
% #
Tyy =0,co80—0,sent .. Ty = (r}x cos+ o, sen 9)1:05 6 - (r:rx cos &+ 1, sen 9) sen @
2 2
S| T = —(o'x - D'F)SE[I fcosl+1,, (cos‘ 6 —sen” 6’)

®

- * . - *
Em notacao matricial: o B [ cosfd sen 9} (o
C’rv

J'_

v —sené cosd

E,

\—) Matriz de rotacdo para o caso 2D,



Transformacao do estado plano de tensao

- Estratégia II: analise do equilibrio diretamente segundo os eixos x’ e y’:

Y y ' |Y

o\

. /To ‘ o. (AA cos 6
x—"l\ 7. (AA cos 6

By

AA cos 6 —

IR

r. (AA sin 0)=——
AA sin 0 i
ag, AA sin 0)

—————————————————————————————————————————————————————————————————————

li> D Fy=0=0,A4-0,(Adcos@)cosO—17,, (AdcosO)send
' —0, (Adsen®)send -7, (Adsen 6)cos '

______________________________________________________________________

[> . Z;F1 =0=17,,Ad+0, (Adcos6)send — 7,y (A4 cos 0)cos O '
| —a, (A4sen&)cos b + Tap (A4senf)send



Transformacao do estado plano de tensao

- Portanto , g
" Oy =0,c08" 0+0,sen” 0+27,,sendcosf

) .l
Tty = —(o'x — cry)sen fcos O + 7, (cos 0 —sen 8)

- Entretanto, sabendo que:

' sen28 =2sen@cosf c0s28 = cos” O — sen-60 '
(Relagdes trigonometricas)— | . 1+ cos?8 , 1—cos28 |
' Ccos” @ = > sen- @ = ; !

_________________________________________________________

-  Temos:

1+ cos26 1—cos28 l Oy+0, Oy—0O :
o +o., +7,,sen26 ’: . x2 b4 I2 yCGSZQ—I—TxySEHZQ:




Transformacao do estado plano de tensao

T = —— Y sen20 + 7., cos26 !

¢ 2 o :

E e e y
— 9 I

o, —?: L




Transformacao do estado plano de tensao

- Quanto a tensdo o,., pode ser obtida a partir da equagdo de o,, substituindo
@ pelo angulo 6 +90°;
- Sabendo que:
cos(260+180°) = —cos26|  isen(20 +180°) = —sen26 |
- Temos:
oy +0,
O, = 5
i o, +0,




Transformacao do estado plano de tensao

O que acontece se somarmos as expressoes das tensoes o,. e

c0s26 + 17, sen26




Transformacao do estado plano de tensao

- O que acontece se somarmos as expressoes das tensoes o,. € 6,7

o,.+o0, O, -0, ,
Oy = t y __* cos260 -1, sen2d
I 2 :
O +0,r=0,+0,!
<y Ty

No caso do estado plano de tensdo, a soma das
tensdes normais que atuam em um elemento
infinitesimal é independente da orientacdo do
elemento!



Problema 7.1 (Beer et al., 2011)

Para o estado de tensao mostrado na figura, determinar as
tensOes normal e de cisalnamento que atuam na face obliqua
do elemento triangular sombreado na figura.

1o M Pa

A ‘/—'o J 27 MPa

i _ 18 MPa




Problema 7.1 (Beer et al., 2011)

A 1 i c.—0O, !
‘/75° 97 MPa | Tyy = ——————=>sen26 + 7, c0s 26 |
= - s
Y o.+o0, O,—0,
| Oy = =¥ _ Y cos20 -1, sen20
|8 MPa : 2 ’

-
\

6 = -15°



Problema 7.18 (Beer et al., 2008)

As fibras de um elemento de madeira formam um angulo de
15° com a vertical. Para o estado de tensao mostrado,
determine:

[.,5 MPa
a) A tensdo de cisalhamento no
plano paralelo as fibras;

2.0 MP¢ "
S g RORARIIEY b) A tensdo normal

perpendicular as fibras.




Problema 7.18 (Beer et al., 2008)

1 1,5 MPa e |

Oy =— > L+ = 0820 + 7, sen 26
i et b
e / o, -0, |
A, /// | Ty == sen20 + 7, cos 20 5
1118/ 0 A A o to, o.-0,
| oy = 2 = cos260-1,,sen28
| 5 1



Problema 7.15 (Beer et al., 2008)

Para o0 estado de tensao dado, determine as tensdes normal e de
cisalhamento depois que o elemento mostrado sofreu uma rotacao de:

I 90 MPa

—_— T

30 MPa

60 M P a) 25°no sentido hordrio (-);

b) 10° no sentido anti-hordrio

(+).
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