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INTRODUCAO



INTRODUCAO

> Até 0 presente momento aprendemos como
resolver: EQUACOES NAO LINEARES.

f(x) — 0-[ Funcdo de um Unica variavel



INTRODUCAO

> Até 0 presente momento aprendemos como
resolver: EQUACOES NAO LINEARES.

Ag = %ﬂ(e— sen 0)

lxg |

+h
2 v2 cos?(0)

y = xtg(0) -3

woL
Yy = 37c2 (48L cos(%) 48L3+3R3Lx2—n3x3)



INTRODUCAO

> Até 0 presente momento aprendemos como
resolver: EQUACOES NAO LINEARES.

[ METODOS }
1 1
[CONFI NAM ENTO} [ GRAFICO } [M ETODOS ABERTOS}

BISSECAO; NEWTON-RAPHSON;
CORDAS. SECANTES.




INTRODUCAO

» Nao foram apresentado metodos numéricos de
resolucdo para EQUACOES LINEARES, pois
essas equacoes podem ser facilmente resolvidas
ANALITICAMENTE!

- 3x,—18 =0




INTRODUCAO

» Entretanto, equacOes com duas, ou mais,
equacoes lineares ou nao lineares sao bem
comuns nos problemas de Engenharia, ciéncia,
economia, negocios, estatistica, etc!



INTRODUCAO

» Problemas com duas, ou mais, equacOes Sao
denominados de sistemas de equacoes:

3x+2y=18
X—2y=-2

x/2 e(—x)/2) ~ 0 S

- 1
hitny) = y=5e h Q
fxy) = 9x°+25)°-225 =0 |

(=T =)

6 4 2 0 2 4 6



INTRODUCAO

» Problemas com duas, ou mais, equacOes Sao
denominados de sistemas de equacoes:

SISTEMA
DE EQUACOES
| |

[: LINEARES } {: NAO LINEARES }

M
E ITERATIVOS. Newton-Raphson
Modificado;

\_ (...) )




SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES



NOTACOES

~a11X1+8.12X2-|—...—|—a X :bl

In“*n

> GERAL i a-21x1+ 3.22X2-|—...+a2an = b2

a X, +a X, +..+a, X =b

> MATRICIAL |32 82 - 8| X[ )b,

d,, d,, ... 4., \x) b)

Forma Compacta

A]-ix}=1{b}



DEFINICAO

Al )= by
! !

Matriz dos Vetor das Vetor das
coeficientes  incognitas  constantes



NOTACOES

» MATRICIALAUMENTADA

dy; Ay, ot Ay b1

[A\b]z a.21 a.zz a?n bz

anl an2 ann



CLASSIFICACAO

@ssiv@ Imposs@
@ermin@ @termi@




CLASSIFICACAO: Sistema Possivel

> Possul pelo menos uma solucao:

CPossivel>
+» Possivel e Determinado
- Possui uma Unica soluco; [A]-ix}= b}

> O determinante de A deve ser diferente de
Zero:;

> Se b for um vetor nulo, a solucao do sistema
sera a solucao trivial, ou seja, o vetor Xx
também sera nulo.



CLASSIFICACAO: Sistema Possivel

> Possul pelo menos uma solucao:

G
+» Possivel e Indeterminado

- Admite infinitas solugdes; [A]-x}= b
> O determinante de A deve ser nulo;

> O vetor de constantes b deve ser nulo ou
multiplo de uma coluna de A.



CLASSIFICACAO: Sistema Impossivel

> Nao Possul Solucao:

Indeterminado

+ O determinante de A deve ser nulo:

+ O vetor b ndo pode ser nulo ou multiplo de

alguma coluna de A.



GEOMETRICAMENTE

(4x,+3X,=35
0.5x,-0.2%x, =0.15

3
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CURIOSIDADE

> Existem estimativas que apontam que, a cada 4
(quatro) problemas de simulacado em matematica,
3 (trés) convertem-se em solucao de sistemas de
equacoes.

’

NETODOS
NUMERICOS

Cristina Cunha
(1993)

A. (RISTIRA C CUNHA




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Metodo da Rigidez: Calcular os deslocamentos,
as reacoes e 0s esforcos internos solicitantes em
uma dada estrutura:

l, 6Graus de liberdade
dos nos da estrutura

Modelo de
calculo de um

portico plano




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Interpolacao da Dados de Chuva: (Conjunto de
dados: tempo vs intensidade de chuva), encontrar
0 polinomio Interpolador que permita fazer
estimativas para outros dados.

Ya
Vaf==rmmmmmnns o Polinémio nterpolad or:
Yaf------- Fﬁ'"‘: ------- . S v(x) = ¢+ €X + €,X° + €5X~
Vi~ - vl I b |
L it eEE T mm e Y
- - - - X — -
X, X, X, X, 2 3 e A e N
2 3
1 X, X3 X5 <C1%_<y2>
2 3 -
1 X3 X3 X3 C2 y3
2 3
1 X, Xy Xi| () (Y4




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Interpolacao do Custo Médio de um Produto:
Estimar o custo médio de um produto A com base
em uma série de dados obtidos em anos anteriores.

32.500

2007  50.000 30.000 E 30500
2008  60.000 28.000 2 20500
2009  65.000 32.000 R
2010  70.000 35.000

27.500
45.000 50.000 55.000 60.000 65.000 70.000

Producéo

Em 2012 queremos uma producao de 100.000 produtos. Quanto
seria avaliado o custo médio de cada produto?



EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Engenharia eletrica: Lei de Kirchhoff, as

correntes iy, 1,, I; € 1, podem ser determinadas:
3Q

91, -4i,-2iy = 24

-4i,+ 171, - 6i;-3i, = -16
—2i,—6i,+14i;-6i, = 0
—3i,—6i;+11iy = 18

- Circuitos mais complicados
. podem requerer solugao de

sistemas com um numero
maior de equacoes!




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Engenharia Civil/Producao: calculo da forca
nos membros de uma trelica:

(0,9231F ,~ = 1690
F,3—0,7809F . = 0
Fep+0,8575F ;= 0
03846 F - — 0,3846 F ;~— 0,7809F 3 — Fp, = 0
0,9231F ;- + 0,6247F p-— 0,9231F o = 0
—F,5—0,3846F ,» = 3625
0,6247F 3~ Fyp = 0

le— 20m — | Fpp—035145F pp = Fpp = 0

12m

12m




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Metodo dos Elementos Finitos: calculo dos
deslocamentos em uma ponte:




SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

» Um sistema linear de 2 (ou 3) equacdes com 2 (ou
3) incognitas pode ser resolvido manualmente por
substituicdo ou com o0 wuso de métodos
matematicos:

» EX.:regra de Cramer.



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Conjunto verdade: V={( 2, 1)}

: Exemplo: . :
: a) Para resolver o sistema {2: + 3;{ : q fazemos :
: Calculo do determinate D: :
2 3 I
! D= =-5 |
: o .
: Caculo do determinante Dx: Calculo do determinate Dy: :
7 3 2 7 I
! = = - = = 1

- [1 -1] 10 Dy [1 1] |
' Logo: :
: = E = ﬂ = 2 = E — i =1 :
- *TD T T T Y= B 5 |



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

» Resolver um sistema usando CRAMER &
praticamente impossivel se 0 numero de
equacoes (e incognitas) forem diferentes ou
maior gue tres!

» Dessa forma métodos numericos sao
aplicados, tais como:



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

> Dessa forma meéetodos numeéricos Ssao
aplicados, tais como:

SISTEMA DE
EQUACOES LINEARES

(SOLUCAO)

[ DIRETOS } [ ITERATIVOS }

[ELIMINAQAO GAUSSIANA} L GAUSS-JACOBI }

GAUSS-JORDAN GAUSS-SEIDEL
LU (ETC) ETC.




Métodos Diretos



Métodos Diretos

1. S&o aqueles que conduzem a solucao exata a menos de
erros de arredondamento introduzidos pela maquina,
apos um numero finito de passos;

2. Pertencem a esta classe todos 0s métodos estudados no
1° e 2° graus (Método da substituicao, Cramer, etc...)

[A]-{X}z{b} Se A é inversivel: {X}:[A]_l-{b}

3. Esses métodos nao sao usados em problemas praticos
quando o0 numero de equacOes é elevado, pois
apresentam problemas de desempenho;

4. Necessidade do emprego de metodos mais elaborados:
Eliminacao de Gauss.



Métodos Diretos

» O sistema de equacOes inicial € manipulado ate se
transformar em um sistema equivalente de facil
resolucdo: Formas triangular ou diagonal.

T 7 ~ 7] a”II+a|2x2+a13x3+...+alﬂ}(ﬂ - bl
G 92 413 Gug) X b ArrXn + Aya Xz + ... +ar X, = b
22°v2 2343 T e 2ntn T V2
0 yy Uyz Aoy X B bz Ay3Xy+ ... +ay,x, = b3
0 0 an ﬂ34 x3 b3 =
0 0 O Ayq X4 b4 Ay _\n1Xn_1 Ty, 0¥y = bn—l
ApnXn = bu

Sistema de equacoOes na forma triangular superior

~

Usado no método de ELIMINACAO GAUSSIANA



Métodos Diretos

» O sistema de equacOes inicial € manipulado ate se
transformar em um sistema equivalente de facil
resolucdo: Formas triangular ou diagonal.

) _ o aX = b,
a _
1m0 0 0f]x b, ay1 X1 + AryX, = b,
a,, da X b _
20922 0 01X _ |D2| | ayx; +apx, +apx;, = b,
d3| d3p dyz () || X3 by
A41 ap Qg3 Qgq) | Xy b,
{1”1}51 + HHEXZ + ﬂ”3)£3 oot annln = bn

Sistema de equacoes na forma triangular inferior

~

A forma triangular inferior € usada em conjunto com a
forma triangular superior no metodo de decomposicao LU



Métodos Diretos

» O sistema de equacOes inicial € manipulado ate se
transformar em um sistema equivalente de facil

resolucdo: Formas triangular ou diagonal.

_ S 4 - a,,x =b
1141 1
apa a a ||x, b,
d12X7 = b,
— A 11X =
= - 1343 3
a a asya ||x, b, _
a a a a X b
| 44_ — 4— L 4— a.ﬁ‘xﬁ = bﬂ'

Sistema de equacoes na forma diagonal

~

Uma forma similar é usada no metodo de Gauss-Jordan



METODOS DE ELIMINACAO GAUSSIANA



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana

« Atribuido ao matematico alemao Carl Friedrich
Gauss;

» Consiste em transformar o sistema linear original em
um sistema linear equivalente com matriz dos
coeficientes triangular superior,

83X, 8,,X,+ 8%y = by X, ,X,+ 83X = b,
18, X, +8,)X,+a,X, = b, > I @, +a,X, =D,
Qg X+ 855X, 855X, =D, k =h,




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Sistemas Triangulares
2X,—X,+ X, =2
X,+2X,=3
X, =1
« O sistema pode ser resolvido facilmente por
substituicéo de variaveis

e Sistema Triangular Superior: todos o0s elementos
localizados abaixo da diagonal principal sdo nulos, isto
€, a;; =0 se I>]

 Solucao: retro substituicao



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana: Processo

_ _ Elemento Linha pivo
Passo 3 Equagdes na forma triangular superior

| = - - - — = — - _ = = — - - - — — :
] . |
| @1 @12 413 Q14| | X, b dy app apy dyg || x b, dip di2 913 dyg || Xy by|
| ]
|| @21 A2y dy3 Qo4 || X,y b, ag) d'y d'yy d'yy || X, b, 0 dyp dy dy | x, byl
] = — = |
| u [ ] 1 . " " 3
| @31 933 33 A3q | | X; b Gg) @3 A33 A3y || X'y b's 0 dgp a'yy a"34 )| x", b5
] ) ] n " I
| Ay Qap Qg3 Quq| | Xy b, af) @'yp Qg3 Ayy || X'y b', 0 @y a'y3 a'sy || X", b", i
| L J L L L L | L L gL _ L _ )
: i
I . . . . - :
i Conjunto inicial de equagoes Passo 1 Passo 2 i
| i
- L L _ - _ - |
i | 411 %12 @13 Qe || X4 b, @11 912 913 G4 || X b, !
] |
| ! 1 [ 1 ¥ 1 )
i 0 a'y, d'y; da'yy || X', b, 0 d'y dy d'y || X, b'y |
; " " = " 1 = I
E 0 0 a 33 a 34 xn3 b"_; O O a 13 a 34 x"3 b"3 |
I 0 0 a"-’l_] a’”44 xll‘l4 bm4 0 U 0 a”‘44 xn'r4 bm4 |
E 1L | B | B 1L ' B ' I
I .
; |
| |



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana

» Propriedades: A solucao do sistema [A]{x}={b} nao
se altera se 0 submetemos a uma sequéncia de
operacoes do tipo:

¢ Multiplicacdo de uma equacao por uma constante
nao-nula;

¢ Adicionar um multiplo de uma equacao a uma outra
equacao;

¢ Troca da ordem das equacOes.



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Passos do Método

= Eliminar os coeficientes de x, presentes nas linhas
21 31 1n1

Possivel desde que a,, =0

= Substituir a linha 2, L,, pela combinacao linear:

' Ay Ppivod

condicao necessaria
multiplicador



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Passos do Método

= Eliminar os coeficientes de x, presentes nas linhas
21 31 1n1

Possivel desde que a,, =0

= Substituir a linha 3, L, pela combinacao linear:

v . dz1  pivo

multiplicador

condicao necessaria



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Passos do Método

= Eliminar os coeficientes de x, presentes nas linhas
21 31 ---1n1

Possivel desde que a,, =0

= Deve-se continuar o processo ate a linha n:

, pivo
Ly =Ly—my- Ly _ ol 6111750

multiplicador

condicao necessaria



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Passos do Método

= Eliminar os coeficientes de x, presentes nas linhas
31 41 1n1

Possivel desde que a,,=0

= Eliminar os coeficientes de x; presentes nas linhas
41 51 1n1

Possivel desde que a5;=0

Repete-se 0 processo até chegar com uma matriz
triangular superior!!!



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

(2X,+X,+3X,+4x%x, =17
X +4X,+2X,+X, =9
3X+2X,+X;+4X%, =20
(2X,+2X,+3X;+X, =9

Forma Matricial Aumentada

j> [Ab] =

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

@ 1 3 4 | 17]
4 2 1] 9
2 1 4| 20

22 31| 9

PnvO:a, #0

2

1
3
2

Multiplica dores: m,, =

17
9
20

N NN
w RN
I N =

9

dsg Ay
Mgy =—=€em,, =

all

— L,

— L

_>L4

a‘ll



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

Combinacao Linear : Ly, =L,—my L4 Combinacao Linear : L3'=L;—my L
1 3 4 | 17 (@ 1 3 4 17
0 35 05 -1 0.5 0 35 05 -1 0.5
2 1 4 20 0 05 -35 -2 —5.5
2 3 1| 9 B: s 1 o




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

Combinagéo Linear : L, =L,—m,,L,

()1 3 4| 17
0

35 05 -1 0.5
0 05 -35 -2 —95.5
0 1 0 -3 -8




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 2: eliminar os coeficientes de X,

2 1 3 4 17 o
O@ 05 _1 05 PVO:a,, #0

_ _ _ . a a
0 . 35 -2 23 Multiplica dores: m,, =—2em,, =—*%
0 -3 -8 Ay Ay,




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 2: eliminar os coeficientes de X,

Combinagéo Linear : L, =L,—m,,L,

4 17

0 @ 05 -1 0.5

-3.571 -1.857 | -5.571 Combinagéo Linear : L, =L,—m,,L,

_o l 0 -3 = 4 17
0 @ 05 -1 0.5

-3.571 -1.857 —-95.971

_o 0 -0.143 -2714 | -8.143




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 3: eliminar os coeficientes de X,

1 3 4 17

35 0 1 0.5 PNVO : dgy F 0
0 6

-1.857 | -5.571 Multiplica dor: m,, _ %

0 0 [FONEE -2714 | -8.143 833

OO O o N




Potenciais Dificuldades encontradas com a aplicacao do
meétodo de Eliminacao de Gauss

> O ELEMENTO PIVO E PEQUENO EM
RELACAO AOS DEMAIS TERMOS NA LINHA
PIVO: Erros de arredondamento

significativos podem ocorrer

> O ELEMENTO PIVO E ZERO: Como a linha
pivo e dividida pelo elemento pivo, surge
um problema durante a execug¢do do
procedimento de elimina¢do de Gauss se o
valor do elemento pivo for igual a zero.




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Objetivo: evitar que o0s pivos usados no
processo de eliminacao sejam nulos;

aPassos do Método:

= Ao encontrar um pivo nulo fazer a permuta da
linha que contém o pivo por uma linha com
maior coeficiente em modulo na coluna que
contém o pivo.



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Exemplo

Forma Matricial Aumentada

5 5 10 1 -2 | -5]—h
<4x1+8x2+2x3—x4:3 A lb] = 4 8 2 -1 3 |— L,
10 X, +5X,+3X,+ X, =9 - 10 5 3 1 9 |=—Ls
12X+ X+ X+ 2%, =12 2 1 1 2 12 |—> L4

(5X,+10X,+X,—2X, =—

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de x,

® 10 1 -2 | -5|pjg5:a. «0
8 2 -1 3
inh . a21 a31 a‘41
5 3 9 |Multiplica dores: m,; =—=,m,; =—em,; =—=
1 1 12 all all all




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Exemplo

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

Combinacdo Linear : L, =L,—m,,L, Combinagao Linear : L, =L,—m,,L,
0 1 -2 | -5 (:5> 0 1 -2 | -5
0O 0 1.2 0.6 I 0O 0 12 0.6 I
5> 3 1 9 0 -15 1 5 19
1 1 2 | 12 - 1 1 2 | 12|




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Exemplo

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

Combinagéo Linear : L, =L,—m,,L,
5)100 1 -2 | -5
0O 0 12 06 /

0 -15 1 5 19
0 -5 06 28 14

o




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Exemplo

= Etapa 2: eliminar os coeficientes de X,

5 10 1 -2 | -5
0 @ 12 06 | 7 |PM:Ia,=0

0
0

1 5 | 19
06 28 | 14 §>- 0 1 -2 | _&

-15 1 5 19
1.2 0.6 I
-5 06 28 14

Busca pelo maior coeficiente em modulo na
coluna que contém o pivo nulo e abaixo da
diagonal principal

o O O O
o

Troca da 22 pela 32 linha



Comentarios adicionais sobre a Pivotacao

» Os cdlculos numéricos sGo menos propensos
a erros se o elemento pivo possuir um valor
numerico absoluto grande em comparacdo
com os demais elementos na mesma linha.

Consequentemente, ¢€é sempre bom
empregar a pivotacdo para se ter um
elemento pivdo com o maior valor possivel
(mesmo quando a pivotacdo ndo for
necessaria).




Resolucao de um Problema de Engenharia Utilizando
eliminacao Gaussiana

0,9231F . = 1690
F,3—0,7809F ;. = 0

Fop+08575F,; = 0

0,3846F . — 03846 F . — 0,7809F 3~ Fpy = 0
0,9231F -+ 0,6247F .~ 0,9231F e = 0
—F,;—03846F . = 3625

fe— 20m —+

00,9231
_1 —0.3846
0

0,9231

0

E

0
0
0
0 -0,7809 0
—0,3846 -0,7809 0 -1 0,3846
0,6247 0 0 -0,9231
0 0,6247 -1 0 0 0
0

0

0,6247F .~ Fppy = 0
Fyp—0,5145F —Fpp = 0

11 F4p

0 0
0 0
1 0
0

0

1 0 0

~0,5145 —1|




Resolucao de um Problema de Engenharia Utilizando
eliminacao Gaussiana

» Usando o Matlab: Quando se executa o
programa, a sequinte solugdao é exibida na janela
de comandos: x = a\b

|
gForcas =

: -4.3291e+003
: 1.8308e+003
: -5.5438e+003
: -3.4632e+003
: 2.8862e+003
: -1.9209e+003
: -3.3659¢+003
: -1.7315e+003
I>>

- 3

~

™ M
:'?j-:'?j:u":::]
M © T O

>
[

[
Els
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METODO DIRETO DE DECOMPOSICAO LU
(Poder ser usado no trabalho)



METODO DIRETO DE GAUSS-JORDAN
(Poder ser usado no trabalho)



METODOS ITERATIVOS



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

SISTEMA DE
EQUACOES LINEARES

(SOLUCAO)

[ DIRETOS } [ ITERATIVOS }

ELIMINACAO GAUSSIANA GAUSS-JACOBI
GAUSS-JORDAN GAUSS-SEIDEL

LU (ETC) ETC.




Métodos Iterativos

1. Fornecem solucao aproximada de um sistema de
equacOes lineares apos a realizacao de um namero finito
de passos (iteracoes);

2. Sao convenientemente empregados para sistemas
grandes e esparsos que aparecem com frequéencia na
discretizacao de equacOes diferenciais;

3. Geram uma sequéncia de vetores {x}, a partir de uma
aproximacao inicial {x}\;

4. Necessitam de algumas condicOes para garantir a
convergéncia da sequéncia de aproximacoes.



Métodos Iterativos

= Seja o sistema [A{x} = {b}. Esse sistema € convertido

em {X} = [CKX} + {9}

= [C] € uma matrizn x n
= {g} €éum vetor n x 1

» Partindo de uma aproximacao inicial {x}%,construimos
consecutivamente os vetores:

(xJV =[Cl{x}” +g
xJ? =[Clix}" +g - e =[x} +g



Métodos Iterativos

= Critério de parada:

= {x}¥ seja suficientemente proximo de {x}*? (ou
seja, distancia entre {x}& e {x}«1) seja menor que
uma tolerancia dada);

= NUmero maximo de iteracoes.



METODOS ITERATIVOS: GAUSS-JACOBI



Métodos Iterativos

s Gauss-Jacobi

» [deia do Método: escrever a equacao em
uma forma Explicita:

X+ apXy +a;Xy +ax, = b Xy = [by—(apx; + ap3x; +ayx,)
() X| + AypXy + Ap3X3 + ApyXy = b, Escrevendo as equa?qes Xy = [by—(agx) + apx; + ayx,)
(43X + ApX, + A33X4 + ay,x, = b, €M uma forma explicita

Xy = [by—(azx; +azx; +ayx,)
(g X )+ AgoXy + QX3+ ayXy = by

| W [ S S S—)
~
<
1o
(%]

X4 = [bg—(agx; + apx, + agx;)

(a) (b)

a. =0 para 1=1,2,...,n



Métodos Iterativos

s Gauss-Jacobi

= Podemos montar a matriz [C] e o vetor {g}:

0 A, _ a4y, b,

diq dqq diq

8 g L _ 8 b,

[C] ?22 . qzz {Q}Z agz
_ anl an2 O bn

nn ann \ann




Métodos Iterativos

s Gauss-Jacobi

= Agora podemos calcular o vetor solucao para
cada Iteracao k:

) =[Clixf* +1g)

= Generalizando em termos de x;:

4 N\
(k-1)
b a Za”xj

xH) = =0 , para i=12,..., n
a..

\ J




Métodos Iterativos

= Gauss-Jacobi

= Exemplo

(3%, 4+ X,+ X, =7 3 1 17 (x,] (7) %1 (0]
X +AX,+2X, =4 1 4 2|-3X,p=24¢ X, =407¢
OX;+2X,+5X; =95 0 2 5] [X3) |9 X | 0]
= Matriz [C] e vetor {g}: Chute inicial

0 _E _E (7

2 :
C]= 2 02 1 {9}:<1>
0 -= 0
| 5 — o




Métodos Iterativos

s Gauss-Jacobi

= Exemplo

= Processo iterativo:

k 0 _} _E k-1 7
x, " 3 3| (x, 1" |3
1 2
X, === 0 —=[1<X,p +41¢
4 4 1
X3 0 _2 o | W
I 5 L




Métodos Iterativos

s Gauss-Jacobi

= Exemplo

» 12 iteracao (k=1)

o 1 _1 (7) 7
N @) r — @) —
X, 3 3|10 3 X, 3
1 2
X, ¢ =|=2 0 3 20p+91l p—s X, =<1+
, 0 2 0 0] |1 X, 1
i S _




Métodos Iterativos

s Gauss-Jacobi

= Exemplo

= 22 iteracao (k = 2)

. l rz\ rZ\ o g
X, g 3| |3 X, .
> — |41 $+<1 3 X =<——
|72 4 T 12
3] 0 1 1 X3 3
5




Métodos Iterativos

s Gauss-Jacobi

= Exemplo

= Resultados obtidos para as iteracoes:
Iteracdo {X}(k)

1 2.3333  1.0000 1.0000

2 1.6667 -0.0833 0.6000

3 2.1611 0.2833 1.0333

4 1.8944 -0.0569 0.8867

5 2.0568 0.0831 1.0228

6 1.9647 -0.0256 0.9668

7 2.0196 0.0254 1.0102

8 1.9881 -0.0100 0.9898

Solucéao exata 2.0000 0.0000 1.0000




METODOS ITERATIVOS: GAUSS-SEIDEL



Métodos Iterativos

m Gauss-Seidel

» [deia do Método: escrever a equacao em
uma forma Explicita:

X+ apXy +a;Xy +ax, = b Xy = [by—(apx; + ap3x; +ayx,)
() X| + AypXy + Ap3X3 + ApyXy = b, Escrevendo as equa?qes Xy = [by—(agx) + apx; + ayx,)
(43X + ApX, + A33X4 + ay,x, = b, €M uma forma explicita

Xy = [by—(azx; +azx; +ayx,)
(g X )+ AgoXy + QX3+ ayXy = by

| W [ S S S—)
~
<
1o
(%]

X4 = [bg—(agx; + apx, + agx;)

(a) (b)

a. =0 para 1=1,2,...,n



Métodos Iterativos

m Gauss-Seidel

= Isolando as componentes do vetor {x}:

X, = 0, —81,X,— 8 X~ — Ay,
L=
dyy . X DA ITERACAO
' ANTERIOR
X, = b2_a21x1_a23x3_"'_a2nxn
, =
Ao Iteracao corrente
. , > Xy, X, DAS ITERACOES
ANTERIORES
X = bn_anlxl_an2X2_°”_an(n_l)xn_l
! a



Métodos Iterativos

s Gauss-Seidel

= Exemplo
(BX,+ X, + X, =7 3 1 1] (x,] (7 %, 1" (0
X +4X,+2X, =4 1 4 2|3X,p=44¢ X, ¢ =<0¢
10X, +2X,+5X;=5 0 2 5] [x3] |5 X, | 0
Chute inicial

= 13 jteracao (k=1)

( xP = %(7—1x2—1x§): —

/\

1 S
XM ==4-1x;-2x] )= —
2 4( - 2x) 12

()_1 S
! 5(5 0X;— 2x) .



Métodos Iterativos

s Gauss-Seidel

= 23 jteracao (k=2) (

x\? = }(7—1x(21)—1x§1)): 23

3 12

1 5

I x¥ =Z(4—1x§2)—2x§1)):4—8

1 23
x? == (5-0x?P-2x?)==

’ 5( ' ) 24

\

= 32 jteracdo (k=3) x® = L7 1x0_1x@)= %
3 48

1 5

X® =Z(4-1x®-2x¥ )= —

17 4( £-2x) 192

1 95

x§3):g(5—0x§3)—2x(23)):£

"



Métodos Iterativos

= Gauss-Seidel

= Exemplo
= Resultados obtidos para as iteracoes:
Iteracao {x}K)
1 2.3333 0.4167 0.8333
2 1.9167 0.1042 0.9583
3 1.9792 0.0260 0.9896
4 1.9948 0.0065 0.9974
5 1.9987 0.0016 0.9993
§) 1.9997 0.0004 0.9998
[ 1.9999 0.0001 1.0000
Solucao exata 2.0000 0.0000 1.0000




Métodos Iterativos

= Gauss-Seidel

= Convergéncia mais rapida para a solucao exata
quando comparado com o método de Gauss-
Jacobi.

=0 método de Gauss-Seidel faz uso de
elementos do proprio vetor solucao da iteracao
corrente para atualizar sua estimativa;

= Quanto mais iteracoes forem realizadas, mais
proximo estara o vetor {x} da solucao exata do
sistema linear.



CONDICAO DE SUFICIENCIA PARA
CONVERGENCIA DO METODO ITERATIVO



Métodos Iterativos

= Condicao de Suficiéncia para Convergéncia

m Ao se utilizar um método iterativo, deve-se tomar

cuidado, pois dependendo do sistema de equacao
linear, e da estimativa inicial escolhida, 0 metodo pode
nao convergir!!!

= Célculo de coeficientes oy, onde 1<k <n. A condicao
de convergéncia € que o valor maximo de
todos os «, seja inferior a 1.



Métodos Iterativos

= Condicao de Suficiéncia para Convergéncia

= Critério das Linhas:

= Os valores de ¢, sdo calculados conforme a equacao:




Métodos Iterativos

= Condicao de Suficiéncia para Convergéncia

= Critério das Linhas

= Exemplo:
a1:|312|+|313|:2121:1%:0_3<1
_10 2 1_ |a11|
A=l1 5 1 o, =Bl | 141 2 6, 4
2 10 |2y | 5 5
0(3:|5131|+|5‘32|:2+2:4:0.4<1

|ass | 10 10

[max{ak} =04< 1] Convergéncia garantida!

1<k<3




Métodos Iterativos

= Condicao de Suficiéncia para Convergéncia

= Critério das Colunas:

= Os valores de ¢, sdo calculados conforme a equacao:




Métodos Iterativos

= Condicao de Suficiéncia para Convergéncia

= Critério das Colunas

= Exemplo:
a1:|321|+|331|:1;02:136:0_3<1
_10 2 ] |a11|
A=l1 5 1 az:|a12|+|3-32|:2+2:ﬂ20.8<1
2 10 |2z | 5

_lag|*lag] _1+1_2 4,
|ags | 1010

as

[max{ock}: 0.8 <1] Convergéncia garantidal

1<k<3




Métodos Iterativos

= Condicao de Suficiéncia para Convergéncia

= Critério de Sassenfeld:

= Exemplo:
a1:|312|+|313|:2121:1%:O_3<1
_10 2 1_ |a11|
A: 1 5 1 az:a1.|a21|+|a23|:0,3.1+1:1,3:026<1
2 2 10 |2y | 5 5
o :a1.|a31|+a2.|a32|:O,3.2+0,26.2:1,1220.112<1
’ |ags| 10 0

[max{ak }=0.112 <1] Convergéncia garantida!
1<k<3




...CONTINUA




