Mapa Mental para Estudo de Espagos Vetoriais

Seja V um conjunto nao vazio qualquer de objetos no qual estejam
definidas duas operagoes, a adigao e a multiplicagao por escalares.

Espaco Euclidiano (R")

Pn = a1+ a2x +...+ anx™"

espago vetorial incomum

f(x) = sen(x)

Espaco Vetorial
RO & O conjunto V obdece
NAO & um _Espago aos 10 Axiomas (ver
Vetorial item 1)?
Exemplos i ) Exemplos
E um Espaco Vetorial
Polindmios Funcdes

Matrizes, etc...

NAO é um Subespago
Vetorial

NAO é uma Combinacéo
Linear dos vetores (v1,...,vr)

O subconjunto W, em
V, obdece o Teorema
4.2.1 (ver item 2)?

E um Subespago Vetorial

Existem escalares
tais que w = a1v1 +..+
arvr (ver item 3)?

E uma Combinagao
Linear dos vetores
(v1,...,vr)

Sim

Conjunto Ll e LD

pode ser expresso como uma
combinagéo linear dos outros e

Os vetores de um dado conjunto

Unica solugéo ¢é a trivial? (item 4)

a

Para fungdes, pode-se verificar
se é LI usando Wronskiano

W(x) # 0 (item 5).

T

Sim

Seodet(A)=0,0
sistema NAO é
POSSIVEL e
Determinado (tem mais
que uma solugéo), logo

{vi,...,vn} sera LD

Se odet(A)#0, 0
sistema é POSSIVEL e
Determinado (tem uma
s06 solucéo), e se for a
trivial, logo {v1, ..., vn}

sera LI

O subespaco é formado
por todas as combinagdes
lineares dos vetores de S?
(item 6)

Os vetores {v1,...,vn}
geram o subespago
vetorial

O det(A) # 0, o sistema é
POSSIVEL e
Determinado (tem
apenas uma solugéo),
logo os vetores geram o
subespago vetorial

Subespaco Vetorial

Combinacgao Linear

Os vetores {vi,...,vn} ndo
geram o subespago
vetorial

l

O det(A) =0, o sistema
NAO ¢ POSSIVEL e
Determinado (tem mais
que uma solugéo), logo
os vetores ndo geram o
subespaco vetorial

Subespacgo
Gerado por S
ger(S)

A dim(S) e é definida

como o numero (n) de

vetores da base. (Ver
item 8)

Se S = {vi,...,vn} éum
subsespaco Ll e S gera

Mudanga de Base (Ver

V, entdo S é uma base
de V. (Veritem 7)

item 9)




DEFINIGAO 1  Seja V um conjunto nio vazio qualquer de objetos no qual estejam defini-
das duas operagdes, a adigio e a multiplicac@o por escalares. Por adi¢do entendemos uma
regra que associa a cada par de objetos u e vem V um objeto u + v, denominado soma de
u com v; por multiplicagdo por escalar entendemos uma regra que associa a cada escalar
a e cada objeto uem V um objeto au, denominado muiltiple escalar de u por a. Se os axio-
mas seguintes forem satisfeitos por todos os objetos u, v e w em V e quaisquer escalares a
e b, diremos que V € um espaco vetorial e que os objetos de V sdo vetores.

1.
2
.u+t(v+w)=(u+v)+w

Existe um objeto 0 em V., denominado vetor nule de V., ou vetor zero, tal que
0+u=u-+ 0=u,comqualqueruem V.

Se u e v sdo objetos em V, entdo u + v ¢ um objeto em V.

utv=v+u

= W

Dado qualquer u em V, existe algum objeto —u, denominado regativo de u, tal
queu + (—u)=(—u) +u=0.

. Se a for qualquer escalar e u um objeto em V, entdo ¢u € um objeto em V.

. a(u+v) =au + av

. (¢ + bju=au+ bu

. a(bu) = (ab)u

lu=u

Para mostrar que um conjunto com duas operacgdes é um espaco vetorial

Passo 1. Identifique o conjunto V de objetos que serdo os vetores.

Passo 2. ldentifique as operacdes de adiciio e multiplicaciio por escalar.

Passo 3. Verifique a validade dos Axiomas 1 e 6; ou seja, que a soma de dois vetores
em V produz um vetor em V, e que a multiplica¢éio de um vetor em V por um es-
calar também produz um vetor em V. O Axioma | é denominado fechamento na
adi¢do e o Axioma 6, fechamento no produto escalar.

Passo 4. Confirme que valem os Axiomas 2, 3,4, 5,7,8,9e 10.

DEFINICAO 1 Um subconjunto W de um espago vetorial V € denominado subespaco
de V se W for um espago vetorial por si s6 com as operagdes de adi¢do e multiplicacao
por escalar definidas em V.

TEOREMA 4.2.1  Se W for um conjunto de um ou mais vetores num espaco vetorial V,
entdo W é um subespaco de V se, e s6 se, as condi¢des seguintes forem vdlidas.
(a) Seuev forem vetores em W, entdo u + v estd em W,

(b) Se a for um escalar qualquer e u algum vetor de W, entdo au estd em W.

Item 3

DEFINICAO 2 Dizemos que um vetor w num espago vetorial V € uma combinagdo
linear dos vetores v,, v,, .. ., v,em V se w puder ser expresso na forma

w=av, +tayv,+---+av,

em que a,, a,, . . . , a, sdo escalares. Esses escalares sdo denominados coeficientes da
combinagio linear.

DEFINIGAO 1 SeS = {v,V,, ..
espago vetorial V, entdo a equagao vetorial

kv, +kv,+---+kv,=0
tem uma solucao, pelo menos, a saber,
kK,=0,...,

k =0, k=0

Dizemos que essa € a solug@o trivial. Se essa for a tinica solugio, dizemos que S € um
conjunto linearmente independente. Se existem outras solucdes além da trivial, dize-

mos que S € um conjunto linearmente dependente.

Solucédo do problema de mudanga de base Se mudarmos a base de um espago
, u,} para uma base nova B’
{u,u,, ..., u,}, entio, dado qualquer vetor vem V, o velho vetor de coordenadas [v],

vetorial V' de alguma base velha B = {u,, u,, . ..

estd relacionado com o novo vetor de coordenadas [v], pela equagao

[Vl = PlVly

cao a base velha; ou seja, os vetores coluna de P sdo

(wily (Wl ..., (0],

., v, } for um conjunto nio vazio de vetores num

(@)

onde as colunas de P sdo os vetores de coordenadas dos vetores da base nova em rela-

(8)

DEFINICAO 2 Sef, = fi(x), £, = f,(x), . . .

, £, = f,(x) forem fun¢des n — 1 vezes de-

rivdveis no intervalo (—, %), entdo o determinante

€ denominado wronskiano de f,, f,. . . .

TEOREMA 4.3.4 Se as funcées f, f,, . . .

O AC) £
wey=| O E® 7
£ £ £

oo

f, tiverem n — I derivadas continuas no

> tn

intervalo (—%, ®), e se o wronskiano dessas funcdes ndo for identicamente zero em
(—o0, ®), entdo essas fungdes formam um conjunto linearmente independente de ve-

tores em C

> EXEMPLO 10

(u—l)( —oo, oo)

Independéncia linear usando o wronskiano

< B¢ s :
Use o wronskiano para mostrar que f, = 1, f, = ¢" e f, = ¢”' sdo linearmente independen-

tes.

Solucdo O wronskiano é

2x
14

2¢™
4>

&
W(x) = e’ = 2"
e

(=R =T

Essa fungio obviamente nio € identicamente zero em (—2, %), portanto, f,, f, e f; formam

um conjunto linearmente independente.

<

ADVERTENCIA A reciproca
do Teorema 4.3.4 ¢ falsa. Se o
wronskiano de f, f,, . . . , f for
identicamente zero em (—0°, o),
entdo nada pode ser concluido
sobre a independéncia linear de
{f, £, ..., £}, podendo esse
conjunto de vetores ser linear-
mente independente ou linear-
mente independente.

Seja .S um conjunto ndo vazio de vetores em um espaco vetorial V. O subespago gerado por S,
denotado por ger(.S) ou ger{wi, wa, ...

todas as combinagdes lineares dos vetores de S. Em outras palavras,

,w;, } (quando § = {wn, wa, ..., w,}), é o conjunto de

ger(S) = {a1wy + agwz + -+ - + a,w, | a1, a2, ..., a, sdo escalares}.

DEFINICAO 1

Se V for um espago vetorial qualquer e § = {v,, v,, ..., v,} forum

conjunto finito de vetores em V, dizemos que S € uma base de V se valerem as duas
condigdes a seguir.

(a) § € linearmente independente.
(b) S geraV.

DEFINIGAO 1

A dimensdo de um espago vetorial de dimensao finita V € denotada

por dim(V) e € definida como o nimero de vetores numa base de V. Além disso, defini-
mos o espago vetorial nulo como tendo dimensio zero.

Um procedimento para calcular P,_,.

Passo 1.
Passo 2.

Montamos a matriz [B' | B].

¢oces clementares com as linhas.

Passo 3.
Passo 4.

Extraimos a matriz P,

A matriz resultante € [1 | P,_ ;..

s d0 lado direito da m:

Esse procedimento € capturado no diagrama seguinte.

[base nova | base velha]

operagdes com linhas
—

[ ]| tr

Reduzimos a matriz. do Passo 1 a forma escalonada reduzida usando opera-

atriz do Passo 3.

ansicdo da velha a nova]




Exemplo: Item 1

» EXEMPLO 7
SejaV = R’ e defina as operagoes de adi¢do e multiplicagdo por escalar como segue: se
u = (u, u,) e v=(v,,v,), defina

Um conjunto que ndo é um espaco vetorial

ut+v=(u +v,u+uv,)
e se a for um nimero real qualquer, defina
au = (au,, 0)
Por exemplo, seu = (2,4), v = (—3,5) e a = 7, entio
u+v=02+(=3),4+5=(L9
(7-2,0)=(14,0)

au =

A adigdo € a operagiio de adi¢io padrio em R*, mas a operagio de multiplicagdo por es-
calar ndo ¢. Nos exercicios, pedimos para o leitor mostrar que os nove primeiros axiomas
de espaco vetorial estdo satisfeitos. No entanto, existem certos vetores com os quais o
Axioma 10 falha. Por exemplo, se u = (u,, u,) for tal que u, # 0, entdao

lu= 1(u, u) = +u,0) = (u,0) #u

Assim, V ndo € um espago vetorial com as operagdes fornecidas.

» EXEMPLO 8

Seja V o conjunto dos niimeros reais positivos e defina as operacdes de V por

Um espaco vetorial incomum
1+ v =uv [Aadigio vetorial ¢ a multiplicagio numérica]

au = u" A

7o por escalar é a %0 numérica]

Assim, por exemplo, 1 + 1 =1e (2)(1) = 1? = 1. Muito estranho, mas mesmo assim
o conjunto V com essas operagoes satisfaz os 10 axiomas de espaco vetorial e €, por-
tanto, um espaco vetorial. Confirmamos os Axiomas 4, 5 ¢ 7, deixando os demais como
exercicio.

* Axioma 4 — O vetor zero nesse espaco € o niimero 1 (ou seja, 0 = 1), pois

utl=u-l1=u

* Axioma 5 — O negativo de um vetor u € seu reciproco (ou seja, —u = 1/u), pois

1 1
u+*:u(f):l(=0)
u u

0" = (au) + (av). <
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e Axioma 7 —Temos a(u + v) = (uv)* = u !

i
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Exemplo: Item 5

» EXEMPLO 9

Use o wronskiano para mostrar que f, = x e f, = sen x sdo linearmente independentes.

Independéncia linear usando o wronskiano

Solugcdo O wronskiano é

= X COSX — sen.x

Essa funciio ndo € identicamente zero no intervalo (—, =), porque, por exemplo,

T

¥(5)=Fe(3)-m(3)-3

Assim, as fungoes sao linearmente independentes.

> EXEMPLO 10

;
;

Independéncia linear usando o wronskiano )

:

Use o wronskiano para mostrar que f, = 1, f, = ¢" e f, = ¢ sdo linearmente independen- E
:

;

:

;

:

tes.

Solugdo O wronskiano é
1 & & E
W)= [0 & 27 |=2e" :
0 & 4 :

Essa func@o obviamente ndo € identicamente zero em (—, ), portanto, f,, f, e f, formam
um conjunto linearmente independente. <«

Exemplo: Item 2

» EXEMPLO 1 O subespacgo zero

Se V for um espago vetorial qualquer e se W = {0} for o subespaco de V que consiste
somente no vetor nulo, entdo W € fechado na adi¢ao e na multiplicagio por escalar, ja que

0+0=0 e a0=0

I
I
I
'
I
'
'
i com qualquer escalar a. Dizemos que W € o subespaco zero ou nulo de V.
'
'
i
'
I
'
I
'

Exemplo: Item 3

> EXEMPLO 14 Combinagdes lineares

Considere os vetores u a,2,—1)ewv (6, 4, 2). Mostre que w
combinacdo linear de u e ve que w' = (4, —1, 8) ndo é uma combinag¢ao linear de u
ev.

9,2,7) é uma

.
'

'

'

'

'

'

1

1

1

I
Solugdo Para que w seja uma combinacdo linear de u e v, devem existir escalares k, e E
k, tais que w = k,u + k,v, ou seja, !
1
9,2, =k(1,2, —1) + k6,4,2) 1

Igualando componentes correspondentes, obtemos E
1

ky + 6k, =9 I

|

2k, + 4k, =2 1

—k, + 2k, =7 1

1

Resolvendo esse sistema com eliminagdo gaussiana, obtemos k, = —3, k, = 2, de modo que E
1

w = —3u+2v i

1

1

'

'

'

'

'

'

1

1

1

1

1

I

i

Analogamente, para que w’ seja uma combinagio linear de u e v, devem existir esca-
lares k, e k, tais que w' = k,u + k,v, ou seja,

(4, —1,8) = k(1,2,-1) + ky(6,4,2)
ou

4, —1,8) = (k, + 6k,, 2k, + 4k,, —k, + 2k;)

Esse sistema de equagdes € inconsistente (verifique), de modo que nio existem tais esca-
lares k, e k,. Consequentemente, w’ ndo ¢ uma combinagdo linearde u e v.

.

Exemplo: Item 4

» EXEMPLO 3

Determine se os vetores

v, =(1,2,2, 1),

Independéncia linear em R*

v,=(4,99 —4), v,=(58,9 —5)
em R* sio linearmente dependentes ou independentes.

Solugdo A dependéncia ou independéncia linear desses vetores é determinada pela
existéncia ou ndo de solugdes nio triviais da equagio vetorial

kv, + kv, + kv, =0
ou, equivalentemente, de
k(1,2,2, —1) + k,(4,9,9, —4) + £4(5,8,9, —5) = (0,0,0,0)
Igualando os componentes correspondentes dos dois lados, obtemos o sistema homogéneo

k, + 4k, +5k, =0

2k, + 9%, +5k; =0
2k, + 9%, + 9%, =0
—k, — 4k, — 5k; = 0

Deixamos para o leitor verificar que esse sistema sé tem a solugio trivial

k=0 k=0 k=0

do que podemos concluir que v, v,, € v, sdo linearmente independentes.

Exemplo: Item 6

» EXEMPLO 15

Determine se v, = (1. 1,2). v, = (1,0, 1) e v; = (2, 1, 3) geram o espago vetorial R,

Testando o gerado

Solugdo Devemos determinar se um vetor arbitririo b = (b,, b,, b,) em R’ pode ser

expresso como uma combinacao linear
b =kyv, + kv, + kv,
dos vetores v, v, e v;. Escrevendo essa equagao em termos dos componentes. temos
(b by by) = k(1,1,2) + ky(1,0, 1) + ky(2, 1, 3)
ou

(b1, by, by) = (k, + ks + 2y, ey + Ky, 2k, + Ky + 3ks)

ky+ky + 2k, = b,
k, + k,=b,
2k + k, + 3k, = b,
Assim, nosso problema se reduz a determinar se esse sistema € consistente para quaisquer

valores de b, b, e b,. Uma maneira de verificar isso € usar as partes (e) e (g) do Teorema
2.3.8, que afirma que o sistema € consistente se, e s6 se, sua matriz de coeficientes

11 2
A=|1 0 1
213

tem um determinante ndo nulo. Mas isso ndo ocorre; deixamos para o leitor confirmar que
- 3
det(A) = 0, de modo que v,. v, e vy nio geram R". <«

Exemplo: Item 7

» EXEMPLO 3 Uma outra base de R®
Mostre que os vetores v, = (1.2, 1), v, = (2,9, 0) e v, = (3, 3, 4) formam uma base de R’.

Solugdo Devemos mostrar que esses vetores sdo linearmente independentes e que ge-
ram R’. Para mostrar a independéncia linear, devemos mostrar que a equagio vetorial
v ey, Fev, =0

(e}

- = P 3
50 tem a solugao trivial, e para provar que esses vetores geram R, devemos mostrar que
3
cada vetor b = (b,, b,, b,) de R" pode ser expresso como

=b 2

vy oY T

Igualando componentes correspondentes dos dois lados, essas duas equagdes podem ser
expressas como os sistemas lineares

¢ +2¢,+3¢c;=0
2¢,+9c;+ 3¢, =0
+4c;,=0

e, +2¢,+3c;=5
e 2¢,+9c,+3c,=b;
+4c, =b3

3

131 51

(verifique). Assim, reduzimos o problema a mostrar que o sistema homogéneo (3) s6 tem
a solugdo trivial, e que o sistema ndo homogéneo (5) € consistente com quaisquer valores
de b, b, e b,. Mas os dois sistemas (3) e (5) tém a mesma matriz de coeficientes

1 2 3
A=[2 9 3
1 0 4

de modo que segue das partes (b), (¢) e (g) do Teorema 2.3.8 que podemos provar ambos
resultados simultaneamente mostrando que det(A) # (0. Deixamos para o leitor confirmar
que det(A) = — 1, 0 que prova que os vetores v, v, € v, formam uma base de R.



Exemplo: Item 8

LO 1 Dimensédes de alguns espacos vetoriais familiares
dim(R") = n A base candnica tem n vetores.
dim(P") =n + 1 A base candnica tem n + 1 vetores.

dim(M_ ) = mn A base candnica tem mn vetores.

i

Exemplo: Item 9

I1PLO 2 De novo o Exemplo 1
No Exemplo 1, consideramos as bases B = {u,, u,} e B = {u], ui} de R, em que

u= (1,0, u,=(00, u=(,10, u=@21 Passo 3: Encontrar a matriz de transicio Pg_ 5
(a) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transi¢do de B' para B.

(b) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transicio de B para B'. . o s P
) . a (14) para . 5 P Solucdo (b) Aqui B € a base velhae B' é a base nova, portanto,

bas bas Ihal — 1 2|1 0
[base nova | base velha] = 1 110 1
Passo 1: Definir as bases Reduzindo essa matriz até tornar o lado esquerdo a identidade, obtemos (verifique)
) o 0|-1 2
A base canénica B é formada pelos vetores padrao: [/ | wansicio da velha paraanoval =| o | | _4

3 B = {(l D), (0, 1)} de modo que a matriz de transicio € i
g 1 i
: Poow =| 1 i
3 Agofa. considere a nova base B’ que também estd de acordo com o resultado no Exemplo 1. < i
i " i
i B _{(11 1)1(231)} ]
3 Passo 4: Aplicar a Mudanca de Base

Agora, vamos considerar um vetor qualquer:

q o v =(5,-9
Passo 2: Encontrar a matriz de transicio Py, (&)
, . 1. Passo 4.1: Escrever v na base antiga B
Solugdo (a) Aqui B’ € a base velha e B € a base nova, portanto,
ol1 2 s Como B é a base candnica, o vetor ja esta escrito nela:
[base nova | base velha] = [D 111 1:| 5

Como o lado esquerdo ja € a matriz identidade, nfo precisamos reduzir. Vemos claramen-

te que a matriz de transicio é 2. Passo 4.2: Encontrar [v]

P _ [1 2] * Aplicamos a matriz Pp_,p:
L EEE |

vlp = Ppp[v]p
que esta de acordo com o resultado no Exemplo 1.

Multiplicamos:

Entdo, o vetor v = (5, —9) na nova base B’ é:



