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RESUMO DA AULA

Estudaremos: Efeitos de forca que atuam sobre
particulas em um unico plano e no espaco,

1) Resultante de varias forcas concorrentes em um
plano

2) Equilibrio de uma particula;

3) Componentes Retangulares de uma Forca no
Espaco;

4) Equilibrio de uma Particula no Espaco.




FORCAS EM UM PLANO



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS
CONCORRENTES EM UM PLANO



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

Uma FORCA representa a acao de um corpo sobre outro
atraves de contato direto ou a distancia e é geralmente
caracterizada por:

Caracteristicas: A
. Ponto de aplicacao
. Intensidade

. Direcao .
. Sentido X

=

L> for¢cas podem ser representadas por vetores



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

Duas ou mais forcas agindo sobre uma particula
podem ser substituidas por uma unica forca R
(RESULTANTE) que tem 0 mesmo efeito sobre a

particula.
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RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

A RESULTANTE pode ser determinada por
solucoes: ,./

O GRAFICAS/Trigonométricas: /®»/ .--"/

> regra do paralelogramo; =g
»> triangulo de forgas; e
» Poligono de forcas. i /i

3 ANALITICAS:
» Componentes retangulares.



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

0 GRAFICAS:
» regra do paralelogramo:

—
—
—

47
V 4
I ) &
.{,b"/.'

Se 0 desenho estiver em escala, é so
medir o tamanho de R.

Caso contrario, aplica-se relacoes
trigonomeétricas (Exemplo: 2.1)

Cauda com cauda



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

d GRAFICAS:

» triangulo de forcas: derivado a partir da regra
do paralelogramo.

0

b)

ponta com cauda




RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

O GRAFICAS:
» Poligono de forcas: regra do triangulo repetida.




RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

Mas como calcular a iIntensidade da forca
RESULTANTE?



LEI DOS SENOS E COSSENOS

Mas como Calcular a Intensidade da forca
RESULTANTE?
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LEI DOS SENOS LEI DOS COSSENOS



LEI DOS SENOS E COSSENOS

Mas como Calcular a intensidade da forca
RESULTANTE?
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LEI DOS SENOS LEI DOS COSSENOS

b _ a _ ¢
sen(p) sen(a) sen(y)




LEI DOS SENOS E COSSENOS

Mas como Calcular a intensidade da forca
RESULTANTE?

-4

LEI DOS SENOS LEI DOS COSSENOS

a/v b
b U /D\
% | :
’ C
a

a® = b? + ¢ - 2bc.cos(a)

b _ a _ ¢ 2 - 2, p2
sen(f) sen(a) sen(y) b® = a® + c® - 2ac.cos(p)
c® = b% + a® - 2ab.cos(y)




LEI DOS SENOS E COSSENOS

DEMONSTRACAOQ: LEI DOS SENOS

Sabemos que: Sabemos que:
b=a+c b=a+c
Do produto vetorial: Do produto vetorial:
bxa=(a+c)xa bxc=(a+c)xc
bxa-axa+cxa bxc=cxc+axc
Pela definicdo de produto vetorial: Pela definigdo de produto vetorial:
laxal=0 lcxec|=0
b x al| = basen(y) |b x c|= bcsen(o)
lc x a|= casen(180-p) la x c|= acsen(180-p3)
Logo, teremos que: Logo, teremos que:
basen(y) = casen(180-) bcsen(a) = acsen(180-p)
bsen(y) = csen(3) bsen(a) = asen(B)
b a C

sen(B) sen(at) sen(y)

Demonstracdo das leis: http://www.ctec.ufal.br/professor/enl/mecsol/Mec.html|



LEI DOS SENOS E COSSENOS

DEMONSTRACAO: LEI DOS COSSENOS

Sabemos que:
a=b+c
Do produto escalar, temos:
a a-=a
a°=(b+c) (b+c)=bb+bc+cb+cc
a® = b%+c?+ 2bc
Pela definigdo de produto escalar:
b-c = bc.cos( 180° - o)
b-c = bc.[-cos(a)]
Teremos que:
a’ = b? + ¢? - 2bc.cos(a)

Demonstracdo das leis: http://www.ctec.ufal.br/professor/enl/mecsol/Mec.html|



Exemplo 2.1 - BEER

» Duas forcas P e Q agem em um parafuso.
Determine sua resultante.




Exemplo 2.1 - BEER

> RESOLUCAO:
Q=60 N

9' o




Exemplo 2.1 - BEER

» Aplicando a Lei dos Cossenos: °

R/ () - 60 N
R> = P + Q% — 2PQ cos B
R®> = (40 N)* + (60 N)* — 2(40 N)(60 N) cos 155°
R =97.73 N




Exemplo 2.1 - BEER

» Aplicando a Lei dos Cossenos: °

R/ () - 60 N
R> = P + Q% — 2PQ cos B
R®> = (40 N)* + (60 N)* — 2(40 N)(60 N) cos 155°
R =97.73 N

» Aplicando a Lel dos Senos:
sinA  sin B sin A sin 155°

O R 60N  97.73N

(60 N) sin 155°
97.73 N

sin A =

A = 15.04° a = 20° + A = 35.04°



Exemplo 2.1 - BEER

» Solucao Trigonomeétrica Alternativa:

CD = (60 N) sin 25° = 25.36 N
BD = (60 N) cos 25° = 54.38 N

25.36 N e o
tan A = - A = 15.04 40// 04 38
94.38 N /
25.36 i
R = — R=97.73N
sin A

a=20°+A =3504° R = 977N £35.0°



Exemplo 2.2 - BEER

» Uma barcaca € puxada por dois rebocadores.
Se a resultante das forcas exercidas pelos
rebocadores for 5000 Ib dirigida ao longo do
eixo da barcaca, determine:

» (a) a forca em cada um dos cabos sabendo que a

=45 °,
> (b) o valor de a para qual a forca na corda 2 ¢

minima.
I

$)




Exemplo 2.2 - BEER

> RESOLUCAO:




Exemplo 2.2 - BEER

» Aplicando a Lei dos Senos: 5000 Ib

1 T 5000 Ib

sin 45° sin 30° sin 105°

T, =36601b T, = 2590 Ib




Exemplo 2.2 - BEER

> b. Valor de T, minimo.

2
2

5000 Ib e
-

- ¥,




Exemplo 2.2 - BEER

> b. Valor de T, minimo.

2
2

5000 Ib ad
-~

T, = (5000 Ib) sin 30° = 2500 Ib

A
o

17 2' T, = (5000 Ib) cos 30°
a = 90° — 30°

4330 1b




DESAFIO: Exemplo 2.2 - BEER

» RESOVER A LETRA “b” USANDO O
CONCEITO DE DERIVADA.

5000 1b

30°

» SABENDO QUE:

f(X) B Sen(x) j‘> f’(X) ~ sen®(x)



DESAFIO: Exemplo 2.2 - BEER

» RESOVER A LETRA “b” USANDO O
CONCEITO DE DERIVADA.

5000 Ib
B

/lt:x 30°
T, _ T, 5000 AR AT
sen(30) - sen(a) - sen(B)
_ sen(a)
T,=5000 "=

Tzzsen(BO) T _> TZ(B): 2500

sen(a) 1 sen(B)



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

A RESULTANTE pode ser determinada por
solucoes:

d ANALITICAS:
» Componentes retangulares.



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

A A principio é possivel encontrar a forca resultante
aplicando-se sucessivamente a lel do paralelogramo ou
a regra do triangulo.

Aplicagdo sucessivada le/ -
do paralelogramo: -,

d A ordem da combinacao dos vetores originais nao altera
a forca resultante (a soma de vetores € comutativa).



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

A Porem, quando 3 ou mais forcas atuam no elemento
solido, a aplicacdo dos métodos Graficos podem se
tornar onerosas!

1 Nesse Caso, uma solucido ANALITICA pode ser obtida
com a chamada DECOMPOSICAO RETANGULAR!

Y

fo = 80 L
g =50 N 2()° F,=150N

e




RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

3 ANALITICAS: Componentes retangulares.

» Estabelecendo direcoes de decomposicao
perpendiculares, o paralelogramo se transforma num
retangulo, o que leva a expressdes analiticas simples
para 0s componentes da forca.

)

ky=Fy] K= FX T Fy
_________ _] — f.\ - — ~
vt F. =Fi |F.=Fcost
| —> A 4 ™
j | AR A
_i \o : F,=Fj \Fy F sin 6’)



RESULTANTE DE VARIAS FORCAS

3 ANALITICAS: Componentes retangulares.

» Os componentes da forca RESULTANTE (R) de um conjunto de
forcas (P, Q, S, etc) concorrentes podem ser determinados através
das somas dos componentes das forcas envolvidas (P,, P,), (Q,,

Q,), (S Sy) etc.




Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

» Sabendo que a tracao na haste AC vale 638 N,
determine a resultante das trés forcas

exercidas no ponto A da viga AB.
| 210 cm
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Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre
» RESOLUCAO: y

638 N
.
arctan(;(mJ =43.,6°
L o)
ctan| — |=22.6°
arc an[ IZJ 53°
702 N 430N

R, = 638-c0s43,6° +702 - c0s202,6° +450- cos 307°
R, =84,7N
R, = 638-5in43,6° + 702 -5in 202,6° + 450-sin307°
R,=-189,2N



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

> RESOLUCAO:

FORCA INTENSIDADE COMPONENTE, x | COMPONENTE,y
(N) (N) (N)
F, 638 +462,02 | +439,98
F, 702 - 648,09 - 269,77
F, 450 +270,82 | -359,39
Total  |Rx=+84,75|Ry = - 189,17




Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre
> RESOLUCAO: ~

A 84,7 N

65,90

189 2 N ¥.......¥ 207 3 N

R=\RI+R> = R=2073N

R,
= arctan(R—"J = 0 =-659°

X



EQUILIBRIO DE UMA PARTICULA



EQUILIBRIO DE UMA PARTICULA

» Quando a forca resultante equivalente de TODAS as
forcas concorrentes que atuam numa particula é igual a
zero, a particula esta em equilibrio.

F, = 1800 N

Poligono de forgas

’l Equilibrio

F,=1350 N

1= 13 4
Poligono fechado

F,=900N ¥ VF,=7794N

Algebricamente o equilibrio corresponde a

R =0
que em termos dos componentes retangulares pode ser
expresso como

R.=)F =0 R =»F=0



EQUILIBRIO DE UMA PARTICULA

J A maioria dos problemas que tratam do
equilibrio de uma particula se enquadra em duas
categorias:

» \erificacao: quando todas as forcas que atuam na
particula sdo conhecidas e se deseja saber se a condicao
de equilibrio € ou néo atendida.

Imposicao: quando algumas das forcas que atuam na
particula sdo desconhecidas e se deseja saber quem sao
essas forcas desconhecidas que garantem a condicao de
equilibrio.




EQUILIBRIO DE UMA PARTICULA

» Para identificacdo da situacao fisica real do problema
de equilibrio faz-se um esboco conhecido como
diagrama.




EQUILIBRIO DE UMA PARTICULA

» Para identificacdo da situacao fisica real do problema

de equilibrio faz-se um esboco conhecido como
diagrama.

Alguns problemas podem
ser estabelecidos:

» Quao resistentes devem ser
0S cabos?

» Quao resistentes devem ser
os fixadores das roldanas?

» Quao fortes devem ser 0s
operarios




EQUILIBRIO DE UMA PARTICULA

» Para identificacdo da situacao fisica real do problema
de equilibrio faz-se um esboco conhecido como

diagrama.

Para a analise do equilibrio,
escolhe-se uma particula
SIGNIFICATIVA e traca-
se um diagrama separado,
denominado de diagrama
de corpo livre, mostrando
essa particula e todas as
forcas que atuam sobre ela.




EQUILIBRIO DE UMA PARTICULA

» Diagrama de corpo livre: mostrando essa particula e
todas as forcas que atuam sobre ela.

Tas




Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

» Dols cabos estao ligados em C. Visando a
especificacao dos trechos de cabo AC e BC,
determine as tracoes Nnos mesmos.

2700 N

03 cm




Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre
> RESOLUCADO.

Diagrama de Corpo Livre

60 cm
60
arctan[ﬁJ — 3Mtan(] = 43,60
48 ’ 63

—— 48 cm —-I-— 03 ctm —



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre
> RESOLUCAO. Y
TAC TBC
Imposigdo do Equilibrio
36,9° 43,6°
C X
v 2/00 N

R =0..T,.cos43,6° +T,.cos143,1° +2700c0s270° =0
R, =0..T,.sin43,6° + T, sin143,1° +2700sin 270° = 0

0,724-T,. —0,800-T,. =0 S T, =1981.8N
0,690 - T, +0.,600-T . = 2700 Ty =2189.8 N



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

> EXERCICIO PARA O LAR: Nos cabos do

arranjo mostrado, a maior tracéo permitida € de 300
N no cabo AC e de 400 N no cabo BC. Determine a

maior forca P que pode ser aplicada em C e o valor
correspondente de o.

Al
Jis

\ @
o




Componentes Retangulares de uma For¢a
no Espaco



Componentes de uma Forga no Espaco

» Anteriormente: fol discutido 0 conceito de
componentes de uma forca em duas direcoes ortogonals
de decomposicao.

Y

: i [F.=Fcosd
—jL\B i F =F ] :FyzFSiné’:




Componentes de uma Forga no Espaco

» Anteriormente: fol discutido 0 conceito de
componentes de uma forca em duas direcoes ortogonals
de decomposicao.

Y

—_— —_

=F
Fy

_|_

y

F.=Fcost
F,=Fsin¢

|
I
|
I
I
I
I
|
I
A
—

X

|

o> o)

y

» O objetivo, por hora, consiste em estender a idéia de
decomposicao de forcas no espaco



Componentes de uma Forga no Espaco

» Para tal serdo necessarios 3 dire¢des independentes
de decomposicao, que por simplicidade serao
consideryadas ortogonais entre si.




Componentes de uma Forga no Espaco

» Para tal serdo necessarios 3 dire¢des independentes
de decomposicao, que por simplicidade serao
consideryadas ortogonais entre si.

f—— como definir esses

“ i componentes a partir de
. Informacoes de facil
R - . identificacdo no diagrama
' .~ espacial?

X



Componentes de uma Forga no Espaco




Componentes de uma Forga no Espaco

:Fx = Fcosﬁlj

:Fy = I cos 5)»}

kF = Fcns&z_J

Os co-senos de @, 6, e 6.sdo conhecidos como co-senos
diretores da forga F.



Componentes de uma Forga no Espaco

}' o F —Fi F =Fcoso,
F, = F ] F,=Fcos0,
F =Fk F. =Fcosé,
o F = Fcos Qj + F cos 91] + 1 Cos (9:1:1
F - F(CDS 91; +COS 6‘13 +COS 6‘:12)
F-FA
O vetor forga pode ser gerado do produto de sua

intensidade por um vetor unitdario na mesma diregdo
e sentido.




Componentes de uma Forga no Espaco

> Esta forma de representacdo € interessante pois em muitos
problemas sdo conhecidos dois pontos de referéncia ao
longo da linha de acao da forca em questao.

o F=FA
9 N(xg, 43, 29)
I
I .
F dy=15— 1
y : y=Ya2— Y
/F ___________ MN
/h d:32—11<0 }‘_:
s [MN]|
M(xy, yy. zy) dy=x9— 1,

P




Componentes de uma Forga no Espaco

» Os componentes da forca R de um conjunto de forcas
concorrentes podem ser determinados atraves das somas dos

componentes das forcas envolvidas (P,, P, P,), (Q,, Q,,

Qz)1 (Sx, Sy, Sz) etc.

R=(Pi+Pj+Pk)+(0i+r0j+Ok)+ (::_':_j+SJj+S__11)
i+ (P +0.+S. )k

R=(P+0 +S)i+(P +0, +S,]




EXERCICIO

> Na barra AO ¢ aplicada uma carga P. Sabendo que a tracéo
no cabo AB é de 850 N e que a resultante da carga P e das
forcas aplicadas pelos cabos em A deve ter a direcao de AO,
determine a tracao no cabo AC e a intensidade de P.

¥

360 ynm :
O‘L::m TR :

B0 o




EXERCICIO

> Na barra AO ¢ aplicada uma carga P. Sabendo que a tracéo
no cabo AB é de 850 N e que a resultante da carga P e das
forcas aplicadas pelos cabos em A deve ter a direcao de AO,
determine a tracao no cabo AC e a intensidade de P.




[ Diagrama de Corpo Livre ]

{

[ Para n Forgas atuantes no }

ponto material

Tn=Tn-An

[cos(éx) Rx/R

5| R=Rx*+Ry?+Rz?

v

[ cos(¢y)=Ry/R

H cos(éz)=Rz / R




[ Diagrama de Corpo Livre ]

|

[ Para n Forgas atuantes no }

ponto material

v
[ PP, = (% —x )i +(y, - v.)i+(z, - 2.k ]

4B = (0;360;270) — (600; 0; 0)
AB = (—600;360; 270)

\

[ P1P3=(X2—Xl)f+(y2—yl)j+(22—21)|2 } [

(Xz _Xl)f+(y2 - yl)j+(22 - Zl)|2 ]

5i0mm ¢
32¢ mm

s
270 mm

RaN

360 mm

L]




[ Diagrama de Corpo Livre ]

|

Para n Forgas atuantes no
ponto material

v

=(x, = x )i +(y, - y,)j+ (Zzzl)q

4B = (0;360;270) — (600; 0; 0)

AB = (—600;360; 270)

\

[ P1P3:(XZ_Xl)f+(y2_yl)j_l_(ZZ_Zl)Iz } [

PP,

1

= (%, =x i +(y, - y,)i+(z, Z)k1

AC = (0; —510;320) — (600; 0; 0)
AC = (—600; —510; 320)

AC = (-600; —510: 320)




[ Diagrama de Corpo Livre ]

|

Para n Forgas atuantes no
ponto material

V
[HP =(x, = x )i +(y, - y,)j+ (Zzzl)q

4B = (0;360;270) — (600; 0; 0)
AB = (—600;360;270)

|

P1P3:(XZ_Xl)f+(y2_yl)j_l_(ZZ—Zl)Iz } [

AC

PP,

1

= (%, =x i +(y, - y,)i+(z, Z)k1

= (0; —510; 320) — (600;0;0) AP = (600; —1;0) — (600; 0; 0)
AP =

AC = (—600; —510; 320)

AC = (-600; —510: 320)

(0;—1;0)




[ Diagrama de Corpo Livre ]

{

Para n Forgas atuantes no
ponto material

v

[ PP, =%, —x)i+(y, - v,)i+(z, -2,k 1
v

[ di=/(x, ~x B +(y, -y, p+(z, -z, 1

)
AB = (—600; 360; 270)

[ ?3=(X2—X1)f+(y2—yl)j-i-(Zz—Zl)lZ 1 [
y

[ d2=/(x,—x P +(y, -y, P +(z, -2, P }

I
AC = (—600; —510; 320)

|4B|| = v6002 + 3602 + 2702

|48]] = 750

: :
dy :\/(Xz _X1)2+(yz —y1)2+(22 _21)2

J,
AP = (0;—1;0)




[ Diagrama de Corpo Livre ]

{

Para n Forgas atuantes no
ponto material

v
[ Wz :(Xz _Xl)f+(y2 _y1)i+(zz _Zl)lz 1

v
[ di=/(x, ~x B +(y, -y, p+(z, -z, 1

)
AB = (—600; 360; 270)

|4B]| = 750

[ ?3=(X2—X1)f+(y2—yl)j+(Zz—Zl)l2 1 [
y

[ d2=/(x,—x P +(y, -y, P +(z, -2, P }

I
AC = (—600; —510; 320)

|4¢]| = 850

[ dy =\/(X2—X1)2+(y2—y1)2+(22—21)2 )

J

AP = (0;—1;0)

|

4P|l =1




[ Diagrama de Corpo Livre ]

{

[ Para n Forgas atuantes no }

ponto material

[ dlz\/(x2 _X1)2+(y2 —y1)2+(22 _Zl)z 1

m:ﬁz/dl

AB  (-600;360; 270)

Ay = —— =
* |4 | 750

As = (—0,8;0,48;0,36)

dy :\/(Xz _X1)2+(yz _yl)z"'(zz _Zl)2 )

/
[ ﬂnPlPa/dn}

v




[ Diagrama de Corpo Livre ]

¢
| |

Para n Forgas atuantes no
ponto material

[ dlz\/(x2 _X1)2+(y2 —y1)2+(22 _Zl)z 1

m:ﬁz/dl

1,5 = (—0,8;0,48; 0,36) |

A, = (—0,706; 0,376;0,6)

dy :\/(Xz _X1)2+(yz _yl)z"'(zz _Zl)2 )

/
[ ﬂnPlPa/dn}

)
A = (0;—1;0)




[ Diagrama de Corpo Livre ]

{

Para n Forgas atuantes no
ponto material

[ di=/(x, =% P+(y, -y, P+(z, -2, P 1

,uzﬁz/dl

\l/ N

PP, = (Xz _Xl)f+(y2 - yl)i+(22 - Zl)l2

[ d2=J(x, = x P +(y, -V, P +(z, -2, }
[AZPIPg/dZ}
T, =T2-22

: :
[ dy :\/(Xz _X1)2+(yz _yl)z"'(zz _Zl)2

_
[ in:WJdn

J

Tn=Tn-An

T, = 850(—0,800; 0,480; 0,360)

(— 680;408;306)N

~

Tz\c — TACA‘AC

T,. =(-0,7067,.;0,376T,.;—0,6007,.)




[ Diagrama de Corpo Livre ]

{

[ Para n Forgas atuantes no }

ponto material

Tn=Tn-An

[cos(éx) Rx/R

5| R=Rx*+Ry?+Rz?

v

[ cos(¢y)=Ry/R

H cos(éz)=Rz / R




EXERCICIO

Como a forca resultante dessas trés forcas deve ter a direcao de
AO, que é a direcdo x, 0s componentes nas direcdes y e z
DEVEM SER NULOS!!!

e R, =—P+408+0,3767,. =0

o R.=0+306-0,6007,.=0

4

N
. =510N

p
I

A

P =3599,76 N/

S




Equilibrio de uma Particula no Espaco



Equilibrio de uma Particula no Espaco

Quando a forga resultante equivalente de TODAS as forgas
concorrentes que atuam numa particula € igual a zero, a
particula estd em equilibrio.

Algebricamente o equilibrio corresponde a
R =0
que em termos dos componentes retangulares pode ser
expresso como



EXERCICIO

» Um caixote de 7500 N é sustentado por trés cabos.
Determine a tracao em cada cabo.

Y
B A~ 72 m




Equilibrio de uma Particula no Espaco

072 m

Diagrama de
Corpo Livre




Equilibrio de uma Particula no Espaco

o P =(0;—7500;0)N

—

T, =T Mg Mg - (—0,480; 0,800; — 0,360)
ISh
B, . . AC
e T,. =T, Ao Auc =(0,000; 0,882;0,471)
A
. - . AD
e T,p, =T Ay Aup =(0,519;0,779; - 0,351)

IS



Equilibrio de uma Particula no Espaco

e R.=0..0-0,4807,, +0+0,5197,, =0
R, =0..-7500+0,8007,, +0,8827,. +0,7797T,, =0
R.=0..0-0360T,, +0,4717,. —0,351T,, =0

)
—0,4807 , +0,519T,, = 0

< 0,8007,, +0.,8827, . +0,779T ,, = 7500

~0,3607,, +0,471T,.. — 03517, =0
. “ * v T,,=26762N

S T,.=3890,0N

I,y =24751N




CONTINUA na Proxima Aula



