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A DISCIPLINA: Algebra Linear

Informagoes gerais:

Ano/Semestre
Disciplina
Natureza

aula/semana

Docente

: 2024.2

. Algebra Linear
: Obrigatdria

: 04 (quatro)

: Alverlando Ricardo

. Segunda/Ter¢a
Horario:
14h50 — 16h30
22 Periodo
aula/total: 72h

E-mail: alverlando.ricardo@delmiro.ufal.br

> Plano de curso;
> http://www.ufal.edu.br/estudante/qraduacao/normas

» https://alverlandoricardo.wixsite.com/professor
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A DISCIPLINA: Algebra Linear

Objetivo Geral:

Desenvolver a capacidade de compreender o0s conceitos
fundamentais de Algebra Linear, aplicando-os na resolucao de
problemas teodricos e praticos em diversas areas da engenharia.

Objetivos especificos:

1)
2)
3)
4)

5)

6)

Resolver sistemas de equacgoes lineares e interpretar seus resultados;
Calcular Autovalores e Autovetores e interpretar suas aplicacoes;
Compreender e aplicar conceitos de espacos vetoriais e suas propriedades;
Utilizar os espacos vetoriais euclidianos em contextos geométricos e
analiticos;

Aplicar transformacdes lineares e compreender suas representacoes
matriciais;

Analisar formas quadraticas em problemas geométricos e fisicos.



A DISCIPLINA: Algeb
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A DISCIPLINA: Algebra Linear

Conteudo Programatico (Especificacdes/cronograma)

Unidades | Aula | Conteudo ;I;;as
AULA 1 27/01 | PARTE I: Introducao, Revisdo de Matrizes e Determinantes | 03
AULA 2 03/02 | PARTE |: Exercicios sobre matrizes e determinantes 03
AULA 3 10/02 | PARTE I: Sistemas de equacdes lineares 03
AULA 4 17/02 | PARTE |: Autovalores e Autovetores 03
AULA S 24/02 | PARTE |: Exercicios 03

Sem aula 03/03 Semana do Carnaval

PROVA 1 10/03 | 12 Avaliagao Parcial - Escrita 03
AULA 6 17/03 | PARTE II: Espacos Vetoriais 03
AULA 7 24/03 | PARTE Il: Espacos Vetoriais Euclidianos 03
AULA 8 31/03 | PARTE Il: Exercicios 03

PROVA 2 07/04 | 22 Avaliacao Parcial - Escrita 03
AULA 9 14/04 | PARTE lll: Transformacgdes Lineares 03

Sem aula 21/04 Feriado do dia de tiradentes

AULA 10 28/05 | PARTE lll: Formas Quadraticas. 03

AULA 11 05/05 | PARTE lll: Exercicios 03

PROVA 3 12/05 | 32 Avaliacao Parcial - Escrita 03

Reavaliacdo | 19/05 | REAVALIACAO 03
FINAL 26/05 | FINAL 03




A DISCIPLINA: Algebra Linear

> Métodos de Ensino

« Atividades Teodricas: notas de aula + livros didaticos recomendados + PROVA
(segunda ou terca-feira).

« Atividades Praticas: resolucdo de problemas classicos que aplicam as teorias
apresentadas (segunda ou terca-feira).

Avaliacao Tipo Aulas
12 Prova Teorica Sem Consulta Parte 1
22 Prova Teorica Sem Consulta Parte 2
32 Prova Tedrica Sem Consulta Parte 3
Reavaliacéo Sem Consulta | *duas menores notas
Prova Final Sem Consulta Parte 1 a3

Normas Académicas da UFAL:  http://www.ufal.edu.br/estudante/graduacao/normas



A DISCIPLINA: Algebra Linear

> REFERENCIAS BASICAS

David Poole

Algebra Linear: uma introducgio
moderna

David Poole

ISBN-10. 852212390X ; ISBN-13.
978-8522123902 ; Edicao. 42 ;
Editora. Cengage Learning.




A DISCIPLINA: Algebra Linear

> REFERENCIAS BASICAS

David Lay

ISBN-10, 8521622090. ISBN-13, 978-
8521622093

DAVID C.LAY




A DISCIPLINA: Algebra Linear

> REFERENCIAS BASICAS

Introducdo a Algebra Linear

Alfredo Steinbruch e Paulo
Winterle

cos © sen @

sen 6. cos ©

Editora: Pearson Universidades;
12 edicao (12 junho 1995)
Idioma: Portugués
ISBN-10: 0074609440
ISBN-13: 978-0074609446

67 problemas resolvidos
246 problemas propostos




A DISCIPLINA: Algebra Linear

> REFERENCIAS BASICAS

Alfredo ’ .
I.I"[ An GRNRL Algebra Linear
WINTERLE

Alfredo Steinbruch e Paulo
Winterle

Editora: Pearson Universidades;
12 edicdo (12 junho 1995)

cos & -sen 8
A [T]= sen &  cos @

e ik Idioma: Portugués
ISBN-100074504126
s ISBN-13978-0074504123

‘P Pearson




A DISCIPLINA: Algebra Linear

> REFERENCIAS BASICAS

veING U GOMINGUES Algebra Linear e Aplicacdes

ROBERTD C. F. COSTA

Formatos Comercializados: Livro fisico,
PDF (download), MOBI, EPUB

s ~drs Carloe A. Callioli; Hygino H.

e sn® Domingues e Roberto C. F. Costa
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A DISCIPLINA: Algebra Linear

> REFERENCIAS COMPLEMENTARES

Basica:

POOLE, D. Algebra Linear. 12 ed. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2015.

LAY, D. C. Algebra Linear e suas Aplicacées. 42 ed. S&o Paulo: LTC, 2013.

ANTON, H., RORRES, C. Algebra Linear com Aplica¢des. 102 ed. Porto Alegre: Bookman, 2012.

Complementar:

STEINBRUCH, A.; WINTERLE, P. Algebra Linear. 22 ed. S&o Paulo: Pearson, 1995.

KOLMAN, B.; HILL, D. R. Introducéo a algebra linear com aplicacdes. Rio de Janeiro: LTC, 2014.
BOLDRINI, J. L.; et al. Algebra linear. 32 ed. Sdo Paulo: Harper & Row do Brasil, 1980.

CALLIOLI, C. A.; DOMINGUES, H. H.; COSTA, R. C. F. Algebra linear e aplicacdes. 62 ed. S&o Paulo: Atual,
1990.

LIMA, E. L. Geometria analitica e algebra linear. 22 ed. Sado Paulo: IMPA, 2012
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TECNICA HABILIDADE



MOTIVACAO!

Thomas Edison

“BEu nunca fiz algo que
valesse a pena por acidente,
nem nenhuma das minhas
invencoes aconteceram por
acidente; elas vieram pelo
trabalho.”

“A genialidade ¢é 1%
inspiracao e 99%
transpiracao”



1. Matrizes e Determinantes



Matrizes e Determinantes

» A historia do uso de matrizes e determinantes
esta Intrinsecamente ligada a necessidade de
resolver problemas praticos em diferentes areas,
como a engenharia, a fisica e a economia.



Matrizes e Determinantes

» A historia do uso de matrizes esta intrinsecamente ligada a necessidade de

resolver problemas praticos em diferentes areas, como a engenharia, a fisica e a
economia.

Origem e Desenvolvimento Inicial

1. China Antiga (200 a.C.)

O uso de tabelas numeéricas para resolver sistemas de equacoes
lineares aparece no livro "Os Nove Capitulos sobre a Arte da
Matematica" (Jiuzhang Suanshu), por volta de 200 a.C. Esse texto
descrevia métodos semelhantes a eliminacdo de Gauss, uma técnica
moderna para resolver sistemas lineares.

2. Determinantes e Matriz Implicita (Século XVII)

O conceito de determinante foi introduzido antes mesmo da nocao de
matriz formal. O matematico japonés Seki Takakazu e, de forma
independente, o aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz estudaram
determinantes no final do século XVII para resolver sistemas lineares.



Matrizes e Determinantes

» A historia do uso de matrizes esta intrinsecamente ligada a necessidade de
resolver problemas praticos em diferentes areas, como a engenharia, a fisica e a
economia.

«1850: James Joseph Sylvester cunhou o termo "matriz".

«1858: Arthur Cayley formalizou a algebra das matrizes.

«Século XIX: Jacobi e Fourier estudaram autovalores e autovetores.

*1925: Werner Heisenberg aplicou matrizes na mecanica quantica.

*Século XX: Avancos computacionais ampliaram seu uso em simulactes e
economia.

«Atualmente: Matrizes sado fundamentais em inteligéncia artificial,
engenharia e economia, processamento de imagens, métodos de

elementos finitos.



EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Engenharia Civil/Producao: calculo da forca
nos membros de uma trelica:

(0,9231F ;- = 1690
F,p—0,7809F - = 0
Fep+0,8575Fp; = 0
0,3846F -z — 0,3846F ;- —0,7809F 3 — Fopy = 0
0,9231F ;- + 0,6247F - —0,9231F - = 0
—F,5—0,3846F . = 3625
0,6247F 30— Fpp = 0
Fap—05145F, —Fpp = 0




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Altamente aplicavel nas LINGUAGENS
COMPUTACIONALIS para elaboracao de algoritmos.

e ~‘¢ PASCAL
python Ma.'zlasoft

\ Mathematics = Modeling = Simulatio

MATLAB: MATrix LABoratory




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Na mecanica dos materiais, 0s esforcos principais
sao os autovalores da matriz de tensoOes, e as
direcOes principals sao as direcoes dos
autovetores associados.




1.1 Conceitos Basicos — Matrizes e
Determinantes (REVISAO)



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Este topico NAO é um curso sobre Matrizes e
Determinantes. Aqui serao tratados somente 0s itens
necessarios a compreensao dos assuntos!

Malores  Iinformacgoes
PO dem ser encontradas |-
n a S r ef e r é n C i aS . Gabricka Baptistella Peres Levorato

AqQui usaremos:



Matrizes (REVISAO)



Conceitos — Matrizes e Determinantes

» As Matrizes sao representadas na forma de tabelas que
correspondem a unido de numeros reais ou complexos,
organizados em linhas e colunas.

(1)(8) (13

1@'

1
14|[11}| 2

4115 |[16

7
9
15/00)(3)Ls).



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Definicoes:

Definicao 1.1. Sejam m > 1 en > 1 dois niumeros inteiros. Uma matriz m Xn € um
agrupamento retangular de nimeros com m linhas e n colunas, formando uma tabela

que se itndica do sequinte modo:

111 12 (I1n
{121 oo (195 (1 1)
_“-‘m 1 Gm2 .- ”-'mn_

Notacoes: Indicaremos por A uma matrizm xncomi=1,...mej=1 ... n. O

elemento que ocupa a linha 7 e a coluna j da matriz A ¢ denotado por (a;;).



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Definicoes:

Definigao 1.3. (lgualdade de Matrizes). Duas matrizes A = (a;;) e B = (b;j), de
ordem m X n sao iguais se, e somente se, a;; = b;; (i=1,2,....,m ; j=1,2,...,n), para todo

par (i,7) emquei=1,...mej=1 ..n.

r=1
5 6 z 1 y =2
Exemplo 1.4. 0 — = /
Ty 1 2 2 =75
t==6

1 -1 1 0
E lo 1.5. )
xemplo [U . ] # [ | ]



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Definicoes:

Definigao 1.6. (Matriz linha). Uma matriz que possui apenas uma linha, ou seja,

uma matriz de ordem 1 X n:

My, = [ﬂll 12 d13 -~ -- ”-m]:

€ chamada de matriz linha.

Definigao 1.7. (Matriz coluna). Uma malriz que possui apenas uma coluna, ou seja,

uma matriz de ordem m x 1:

*""fm x1 — (31

¢ chamada de matriz coluna.



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Definicoes:

Definigao 1.8. (Matriz quadrada). Uma matriz que tem o mesmo nimero de linhas e
colunas € chamada de matriz quadrada. Usaremos a notacio M, e a chamaremos de

matriz quadrada de ordem n:

111 119 T 215
a2y d22 -+ dap
_”-'nl pa2 - ﬂnn_

Definigao 1.9. (Diagonal principal). Seja A = (ai;) wma matriz quadrada n x n. Os

elementos a;; em que i = j, com 1,5 = 1,...,n sao os elementos da diagonal principal.



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Definicoes:

A2 — Diagonal principal e diagonal secunddria — Numa matriz qua-
drada A, de ordem n = 3, por exemplo:

d; 4 Ay
A, =A= 13 3a, 3ay

dy; 4y dg

bt - bl

0s elementos a; em que i = j constituem a diagonal principal: a;; 2y as3; 08
elementos gemquei +j=n+1=3+1 constituem a diagonal secundaria:

di3 4y dz;.



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Definicoes:

Definigao 1.10. (Matriz triangular superior). Uma matriz quadrada, em que os ele-

mentos abaizo da diagonal principal sao nulos, ou seja, os elementos a;; em que, 1 > j,

sao nulos:

:Ur n —

¢ chamada de matriz triangular superior.

111

0

0

112

(199

0

Uin

U2n

Upn

Definigao 1.11. (Matriz triangular inferior). Uma matriz quadrada, em que os ele-

mentos acima da diagonal principal sao nulos,

sao nulos:

:Ur n —

¢ chamada de matriz triangular inferior,

(11

(1921

Iyl

0

(122

.

ou seja,

0
0

Ann

os elementos a;; em que, i < j,




Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Definicoes:
Definigao 1.12. (Matriz Diagonal).

acima e abairo da diagonal principal sao nulos:

Uma matriz quadrada, em que os elementos

111 [} e U
.'.:.li-f].-i_ — [-} [1?2 o [E]
! o 0 --- A |

€ chamada de matriz diagonal.

Definigao 1.13. (Matriz identidade). A matriz identidade é denotada por I,, onde
n € a sua ordem, e € uma matriz quadrada (a;;) em que os elementos a;; da diagonal

principal (1 = j) sao iguais a 1 e os elementos a;; com i # j sao iguais a 0, com

i, =1,....,n: i i
1 0 - 0

01 --- 0




Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Definicoes:

Definigao 1.15. (Matriz nula). Uma matriz em que todos os elementos sao iguais a

zZero: i i
00 --- 0
00 --- 0
()mxn == 1. . s
_U 0 --- []_
¢ chamada de matriz nula.
A.4 — Matriz zero é a matriz cujos elementos sdo todos nulos. Indica-

se a matriz zero por 0:

0.0 9} e
0‘[000]’ 12

& & &
s> Sl o> B s
o OO




Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

Defini¢ao 1.18. (Matriz oposta). Dada uma matriz A = (a;;), a matriz B = (b;;), em

que bjj = —a;; (1 <i<m,1<j<n), €chamada oposta de A, e indicamos por -A.
5 T 3t fl
A = s DI

Definicao 1.19. A diferenca entre a matriz A e a matriz B, indicada por A— B € a
soma de A com -B (A+ (—B)).

ERRE R e



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

1.3.1 Adicao

Dadas as matrizes A = (a;;) € Myxn ¢ B = (b;j) € Mxn chamamos de soma da
matriz A com a matriz B e indicamos por A + B, a matriz m x n, cujo termo geral é

a;; + bij, ou seja:

-ﬂ'-u +bi anp+b .. A+ by |
A+ B = 21 ‘|‘ ba1  ag ‘|‘ D22 (2n + bor, (1.3)
_ﬂ-‘rral + bml (2 + bm? ven Omn T hmﬂ_
-1 2 8 11 7 13
Exemplo 1.16. Se A _ e B _ | entao A+B :
70 -3 5 4 5

[a. b r?-l [l—a —b —c -l [l 0 {]-‘
Exemplo 1.17. |m n+1 pl+ | -m -n —p =10 1 0l .

T i :J [—::rf —1 —:—I—IJ [ﬂ' 0 lJ

—



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

A.8.2 — Propriedades da adicdo de matrizes — Para as matrizes A, B
e C, de mesma ordem, tem-se:

DA+(B+C)=(A+B)+C
I)A+B=B+A

I A+0=0+A=A

IV A+(-A) =-A+A =0



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

A.9 — Produto de uma matriz por um escalar — Se A € um escalar, 0
produto de uma matriz A = [ a; ] por esse escalar € uma matriz B = [ by ] tal
que blj == laij.

s (A2 1] [3%a SxG2 SEsetid 120 -10, 5
3 5-3| [5%x3 5x5 5x(-3) 15 25 -15

A.9.1 — Propriedades da multiplica¢ao de uma matriz por um escalar

D) (¢f) A =alBA),a,p € R
II) (¢ + B) A =aA + BA
III) a (A + B) = aA + aB
IV) 1A=A



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

1.3.3 Multiplicacao de Matrizes

Definicao 1.24. Sejam A = (a;j) de ordem m x n e B = (bjz) de ordem n X p.
Chama-se produto de A por B (indica-se AB) a matriz C = (c;) de ordem m X p, onde

s

Cip — E U,ﬁ'j{l}jk.

j=1
F6-
A=[243] e B=|7
5

—_ —

O produto AB €, por defini¢do, uma matriz Cg ; tal que

iy =2X6+4XT +3IX5=12"+28 +15 =35,



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

O produto A.B entre duas matrizes sO é possivel se 0 numero de
colunas da matriz A for igual ao numero de linhas da matriz B. A

ordem da matriz resultante C sera definida pelo numero de linhas de
A e pelo nimero de colunas de B.

(1, 1)

(i, 3) 3,4 C(2, 4)




Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

A.10.3 — Propriedades da multiplicacdo de uma matriz por outra
Admitindo que as ordens das matrizes possibilitem as operagoes, tem-se:

I) (AB)C = A(BC)

II) (A + B)C = AC + BC

III) C(A +B)=CA + CB

IV) (@A)B = A (@B) = a(AB), « € R
V) AB # BA, em geral

e Existem, entretanto, matrizes A e B tais que AB = BA, porém essa
ndo € a regra. H4 dois casos que interessam particularmente e um deles é o
seguinte: Al = JA = A. Exemplo:

EIENE RN



Conceitos — Matrizes e Determinantes

A1l — Matriz transposta de uma matriz A, de ordem m por n, € a
matriz A", de ordem n por m, que se obtém escrevendo ordenadamente as linhas

de A como colunas. Exemplos:

i a4 a5
el 4, 3 4 At b5l 5 :
= e = |9 4 |;

dy dp Ay a,, a,

- [5 1 . [s5 3]
B 38]613_{18}

A.11.1 — Propriedades da matriz transposta

I) (A +B) = A' +B

II) (kA =kA', «k € R

) (AY) = A

IV) (AB)' = B'A' (ver problemas 15 e 16, itens A.14 e A.14.1)



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

A.12 — Matriz simétrica é uma matriz quadrada S tal que S' = S.
Exemplo:
1.5 9 . &5 9
S=1|8 3 8]: &= |53 8§ =S
9 8 7 | 9 8 7
L - i

A.13 — Matriz anti-simétrica é uma matriz quadrada A tal que A' = -A.
Exemplo:

D 54 0 =3 =d
A=|-3 0 -6]; A'=1{3 0 6| =-A
YD g g 446D




Conceitos — Matrizes e Determinantes

A.22 — Matriz inversa de uma matriz — Dada uma matriz quadrada
A, de ordem n, se existir uma matriz quadrada B, de mesma ordem, que satisfaca
a condi¢ao

AB = BA =1,
diz-se que B é inversa de A e se representa por A™:
AAT = ATA =1

Quando uma matriz quadrada A tem inversa, diz-se que A € inversivel.
Exemplo: Dadas as matrizes
g
8 ’

ST REN

A é inversa de B (ou B € inversa de A). De fato:

FITEHEE T

W N



Conceitos — Matrizes e Determinantes

A.25 — Propriedades da matriz inversa

I) (A + B)! = A + B

) (kA)?Z = %A'l,x €EIRexk#0

m) (A=A
)ik =g
V) (AB)! = B'A" (ver problemas 6 e 7, itens A.31 e A.31.1)



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Operacoes com Matrizes:

A.23 — Matriz singular é a matriz quadrada que tem determinante
nulo. Exemplo: A matriz

>0
€ singular porque det A = 0. A matriz singular ndo tem inversa.

A.24 — Matriz ndo-singular é a matriz quadrada cujo determinante €
diferente de zero.

As matrizes A e B de A.22 sdo nao singulares porque det A # 0
e det B # 0. A matriz ndo-singular sempre tem inversa.



EXERCICIOS

> Problemas Teéricos:

Os problemas 7 a 16 se referem as matrizes:

1 -2

. 3 1 1 sha 3 3 =By

il (| B“{() 2 -8 3}

5 9
il %7 - 8
et ag tagy
C=1 2. .1

5 3 -3J

7) Calcular AB.

8) Calcular BA.

9) Calcular BC.

10) Calcular CA.
11) Calcular (AB)C.
12) Calcular A(BC).



EXERCICIOS

> Problemas Teéricos:

13) Determinar a matriz A'.

14) Determinar a matriz B'.

15) Calcular (AB)".

16) Verificar a igualdade (AB)' = B'A'.

Os problemas 17 e 18 referem-se & matriz:

g g
A=|4 7 1
5 & 2

17) Calcular A + A' = S e verificar se S é simétrica.

18) Calcular A - A' = P e verificar se P é anti-simétrica.



EXERCICIOS

» Respostas dos Problemas Tedricos:

7a 10) Os problemas sdo resolvidos de modo anilogo ao Exemplo do
item A.10.

11) Roteiro: 12) calcular AB = D; 29) calcular DC.
12) Roteiro: 19) calcular BC = E; 29) calcular AE.

13 e 14) Os problemas sado resolvidos de modo andlogo aos Exemplos
do item A.11.

15) Roteiro: 19) calcular AB; 2°) calcular (AB)'.

16) Roteiro: 19) calcular B' = F; 29) calcular A' = G; 39) calcular FG;
comparar FG com (AB)' calculado no problema 15.

17) S é simétrica.

18) P € anti-simétrica.



Determinantes (REVISAO)



Conceitos — Matrizes e Determinantes

» O Determinante de uma matriz € um numero associado a
ela que iIndica certas propriedades, como se a matriz €
Invertivel e o volume de transformacéao linear associado.
Ele s6 é definido para matrizes quadradas (mesmo
numero de linhas e colunas).



Conceitos — Matrizes e Determinantes

Como calcular o determinante:

1. Matriz 2x2:

. . |a b
Seja a matriz A = [c d} .

O determinante e dado por:

det(A) =(a-d) — (b-¢)



Conceitos — Matrizes e Determinantes

2. Regra de Sarrus (para matrizes pequenas 3x%3)

Consiste em repetir as duas primeiras colunas ao lado da matriz e somar o0s
produtos das diagonais principais, subtraindo os produtos das diagonais
secundarias.

Seja A= c|, entao detA =
f

= 0 O

1

lva o o |

- /

detA=a.e.i+b.f.g +c.d.h - g.e.c- h.f.a-i.d.b

Nans principais MIOONE i€ < V' v oda i a
Diagonais secundanas



Conceitos — Matrizes e Determinantes

2. Regra de Sarrus (para matrizes pequenas 3x%3)

Exemplo: Calcular

2 4 3
det A = L~ NG
-3 8" 9

Solucao

B St
—3/8><9>( \8
/ / YN \ \

-

detA = + (-90) + (-84) +24-45-112-36 = -90- 84 +
+ 24-45-112-36 = -343



Conceitos — Matrizes e Determinantes

3. Desenvolvimento do Determinante pela 12 linha (para matrizes 3x3)

a a a a a a
detA = + a, azz azs Ll a21 azs {48135 a21 azz
32 33 31 33 31 32
EXEMPLO:

2 4 3

- 7 1= 7 1 =5

det A = 1 -5 7| =+2 253 9"4\_3 9 +3 -3 8|
-3 8: 9

det A = 2 (-45-56)-4 (9 + 21) + 3 (8-15)
det A = 2(-101) -4 (30) + 3 (-7) = -202-120-21 = -343



Conceitos — Matrizes e Determinantes

» Calculo de Determinante de Ordem n > 3:

Para matrizes maiores, usamos o método da expansao por cofatores:
det(A) = E a;j Olj

Onde a;1; sdo os elementos da 12 linha e Olj sao os cofatores correspondentes.

e Cofator: C;; = (—1)""7 - det(M;;), sendo M;; a matriz obtida removendo a linha i e a

coluna j.



Conceitos — Matrizes e Determinantes

» Calculo de Determinante de Ordem n > 3:

Calculo do Determinante de uma Matriz4 x 4

Vamos usar a matriz:

1 2 3 4
2 4 6 8
A_1111
3 6 9 12]




Conceitos — Matrizes e Determinantes

» Calculo de Determinante de Ordem n > 3:

Submatrizes menores:

1. Paraay; = 1:
Submatriz M1:

4 6 8]
M11: 1 1 1
6 9 12

Determinante de M7, é calculado como uma matriz 3 x 3.

2. Paraas = 2:
Submatriz M5:

(Remova a primeira linha e segunda coluna.)

Continuar...



Conceitos — Matrizes e Determinantes

» Calculo de Determinante de Ordem n > 3:

» Para matrizes maiores que 4x4, nao é viavel na pratica
devido a complexidade computacional! A eliminacao
gaussiana é muito mais eficiente!



Conceitos — Matrizes e Determinantes

» Calculo de Determinante por Eliminacao Gaussiana:

Depois de obter a matriz triangular superior, o determinante
e 0 produto dos elementos da diagonal principal.

v

Vamos aprender nas proximas aulas

Usando o Conceito de Equivaléncia de Matrizes



Conceitos — Matrizes e Determinantes

» Calculo de Determinante por Eliminacao Gaussiana:

A matriz A ja é triangular superior:

=

|
o O OO e
o O O == b
o O - N W
O = N W
= B O W= O

_— —

O determinante é o produto da diagonal principal:

det(4)=1-1-1-1-1=1



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

Duas matrizes A e B, de mesma ordem, sao equivalentes se for
possivel transformar A em B por meio de uma sequéncia de
operacOes elementares.



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

Duas matrizes A e B, de mesma ordem, sao equivalentes se for
possivel transformar A em B por meio de uma sequéncia de

operagoes.elementares.

Operacoes Elementares de uma Matriz:

1) Trocar duas linhas (ou colunas) de lugar.

1-3 5 e d
A=|0 0 2| ->Ly, A SN
Ditinditiall 0105842




Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

Duas matrizes A e B, de mesma ordem, sao equivalentes se for
possivel transformar A em B por meio de uma sequéncia de

operagoes.elementares.

Operacoes Elementares de uma Matriz:

2) Multiplicar todos os elementos de uma linha (ou coluna) por um nimero

diferente de zero.

| 1423 5
Ay=[0 4 12| »2L: A =021 8
L 00 092




Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

Duas matrizes A e B, de mesma ordem, sao equivalentes se for
possivel transformar A em B por meio de uma sequéncia de

operagoes.elementares.

Operacoes Elementares de uma Matriz:

3) Substituir os elementos de uma linha (ou coluna) pela soma deles com os

elementos de outra linha (ou coluna), previamente multiplicados por um numero

nao nulo.
(15 '3 1 5] = 'Ly = 3L (100 -4
Ds O 2 0O O 2




Conceitos — Matrizes e Determinantes

» Metodos alternativos: Para matrizes grandes, € comum
usar métodos numeéricos, com auxilio de um computador
(eliminacao gaussiana).

»0O escopo da disciplina é abordar
problemas de ordem 2 ou 3.



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

A29 — Inversdao de uma matriz por meio de operagoes elementares —
A mesma sucessdo finita de operagdes elementares que transformam a matriz
quadrada A na matriz unidade I, transforma uma matriz I, de mesma ordem, na
matriz A™, inversa de A. Para determinar, pois, a matriz inversa de A:

a) coloca-se ao lado da matriz A uma matriz I, separada por um trago
vertical;

b) transforma-se, por meio de operagdes elementares, a matriz A
numa matriz I, aplicando-se, simultaneamente, 4 matriz I, colocada ao lado de
A, as mesmas operagoes elementares. Exemplo: Determinar a matriz inversa
da matriz:



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

1> = g ]
A=l -2 3 -1

=gl e =

f -3¢ 141 00
-2 3 -1 1 0| =L, +2L;:
= JRT e g R T B R
[1 -3 ‘=118 9 @ 1
=3 JLIl2c1 0 -*-ELZZ
0 =1 0100 31
1 -3 1 1 0 0]-L,+3L;
0 0 el e do 1
3 3 3
0 -1 0 1 0 1—>L3+II,‘,_:




Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

P e} 0li-1 -1
B L el = 1D

TH R

Ll 1 b
0. 0.1=5| 5 =5 If==aiy
e g 0l =1 =

il 2 1 1
Dol it o 4 - 19
) 3 3 3 0 L,2+3L,3.
0 -0 1|l=1 4 =4
Gy R P R
g lIt ol=1 O ~1
0 (00 4 =49 1 =3

Uma vez que a matriz A foi transformada na matriz I, a matriz

1= 0 0
B = L o=
r 1 =3



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

A.29.1 — Inversdo de uma matriz de ordem 2 — Determinar a inversa
da matriz:

det A = ad - bc

5:"h
er id
Fazendo:

ad-bc = n



Conceitos — Matrizes e Determinantes

> Equivaléncia de Matrizes (escreve-se B~A):

é a matriz A, inversa de A.

Onde n = det(A)



Conceitos — Matrizes e Determinantes

A.29.1.2 — Problemas resolvidos — Nos problemas 1 a 3, determinar
a matriz inversa de cada uma das matrizes M, N e B, respectivamente, sendo:

_ {7 b || _ |cos@ - senf
ek = [3 4} RS [3 ZJ SR [sen(? cosOJ

Solugoes
Ti ) 6 |
| S ) - L 10 10
1)detM—’3 4’—28 1I8=10 e M __i 7
10 10

2) detN = l8 5J =16-15=1¢e N!-= {_23 2]

cos@® -senb

, = cos’0 + sen’80 =1 e
sen @ cos 6

3) detB =

B-1 = cos @ sené6
-senf cos6



Conceitos — Matrizes e Determinantes

» Matriz Ortogonal:

A30 — Matnz on‘ogonal € a matriz quadrada A cuja transposta A’

coincide com ainversa A™. A matriz B do problema 3, item A.29.1.2 é ortogonal.
De fato:

_ |cos@ -sen@ g = cosd Ssen @™ 2.5
B {sen@ COSO:, e B = {- sen 6 cos@] =5



EXERCICIOS

> Problemas Tedricos: A21 — Problemas propostos
Os problemas 1 a 8 se referem as matrizes:
2 -4 6 1 =3 1
A=[1‘2) ng B= |5 -9 8 @=-2-3-9
; T S g Sl i |
1) Calcular det A. 2) Calcular det B.
3) Calcular det C. 4) Verificar se
det (B + C) = det B + det C.
5) Verificar se 6) Se se trocar a primeira linha pela

tece com det B?

7) Se se multiplicar a segunda co- 8) Verificar se det B = det B'.
luna de C por 2, o que acontece
com det C?

Nos problemas 9 a 12, resolver as equacdes:

9) 4 10- x| . 10) (12 7| _
13- x 10 Ty X X =1

¥y 13 2 = 12} a2 x4+3 %=1
T =20l =8 2 1 3 = ()
2. =1y % 3 2 1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
det (BC) = det (B) X det (C). segunda na matriz , 0 que acon- |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|




EXERCICIOS

> Problemas Teéricos:

A.31 — Problemas propostos — Nos problemas 1 a 5, determinar a
matriz inversa de cada uma das matrizes dadas.

v 5]
1) A= 3 11]
-
A
2) B= | 4]
(=2
yo-[:4:]
(3 s
&= als ol o6l e
2 el
L J
(-1 -2 -3
S F=|-2 -4 -5
e e

Dadas as matrizes A e C dos problemas 1 € 3:

6) Calcular (AC)™

7) Verificar a igualdade (AC)" = C

L L e e e e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e e e e s e e wa



EXERCICIOS

» Respostas dos Problemas Tedricos:

A.21.1 — Respostas dos problemas propostos

1) detA = 0. 2) det B = 128.

3) detC = 1. 4) A igualdade nio se verifica.
5) A igualdade se verifica. 6) det B fica multiplicado por -1.
9) x = 18ex = S. 10) x = 3.

11) x =4, 12) x = 10.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
7) det C fica multiplicado por 2. 8) A igualdade se verifica. I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I



EXERCICIOS

» Respostas dos Problemas Tedricos:

12) calcular C! = G;
29) calcular A = H;

’

39) calcular GH;

I

I I
I I
: A.31.1 — Respostas ou roteiros para os problemas propostos :
| 1 a 3) Os problemas sio resolvidos de modo andlogo aos do item |
| A29.12. |
I

| (14 9 13 |
d.. 3 3 3 I

I Bl ey v :
| 1 1 1 |

L

I i I
| =4 3 il |
| SR = s i R | |
| ) |
| 6) Roteiro: |
I I
| 19) calcular AG; |
I I
| 29) calcular (AC)™. |
I I
: 7) Roteiro: :
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I

4?) comparar GH com (AC)? calculado no problema 6.



Sistemas de Equacoes Lineares



INTRODUCAO

» EquacOes com duas, ou mais, equacoes lineares
ou nao lineares sao bem comuns nos problemas
de Engenharia, ciéncia, economia, negocios,
estatistica, etc!



INTRODUCAO

» Problemas com duas, ou mais, equacOes Sao
denominados de sistemas de equacoes:

3x+2y=18
X—2y=-2

x/2 e(—x)/2) ~ 0 ,__________\

- 1
fitny) = y=5e % Q
fny) = 9x° +25)°-225 =0 |

(=T R - =)

6 4 2 0 2 4 6



INTRODUCAO

» Problemas com duas, ou mais, equacOes Sao
denominados de sistemas de equacoes:

SISTEMA
DE EQUACOES
|

1
[: LINEARES } {: NAO LINEARES }

M
E ITERATIVOS. Newton-Raphson
Modificado;

\_ (...) )




SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES



NOTACOES

daXy + dpk o agx = by
a1Xy + AyX, e e a,X,

|
D) O“
(3]

.q% + 8,5 + . T dx =Fh

.~

Fazendo:
[— e o r i 3
47 dpp i, XJ b,
e a a X b
A :21 22 :2n X = :2 el = :2
anl an2 ann xn bn
5 ;| Bt e

a7 4p 4y, X1 b,
d  dp An X _ | b
anl an2 annJ Xn bn

ou, utilizando a forma abreviada:

AX =B



» GERAL

» MATRICIAL

(A, X, +a,X,+...+a

a‘n2

NOTACOES

X

In“*n

Ay X+ a,X,+.+3,,X, =D,

an1X1+ an2X2+"'+ anan — bn

e D
Xl

X,

Forma Compacta

A]-ix}




DEFINICAO

Al )= by
! !

Matriz dos Vetor das Vetor das
coeficientes  incognitas  constantes



NOTACOES

» MATRICIALAUMENTADA

dy; Ay, vt Ay b1

[A\b]z a.21 a.zz a?n bz

d,, d,p, v d b

nn n



NOTACOES

A.39 — Matrizampliada de um sistema de equagoes lineares — Dado,
por exemplo, um sistema de equagoes lineares

' 2x; + 4x, = 16
le T 2XZ - 4
10x, - 4x, = 3,

A

esse sistema, omitindo as varidveis e o sinal =, pode ser representado assim:
(2. Al
S =24
10 -4 3




CLASSIFICACAO

@ssiv@ Imposs@
@ermin@ @termi@




CLASSIFICACAO: Sistema Possivel

> Possul pelo menos uma solucao:

CPossivel>
+» Possivel e Determinado
- Possui uma Unica soluco; [A]-ixj=1{bj

> O determinante de A deve ser diferente de
Zero:;

> Se b for um vetor nulo, a solucao do sistema
sera a solucao trivial, ou seja, o vetor Xx
também sera nulo.



CLASSIFICACAO: Sistema Possivel

> Possul pelo menos uma solucao:

Indeterminado

A xj=1{bj

A.34 — Sistema compativel é o sistema de equagoes lineares que
admite solucgdo, isto €, que tem raizes.

+ Possivel e Determinado

e Um sistema compativel é determinado quando admite uma tnica
solu¢do. Exemplo: O sistema

{2x + 3y = 18

25

3x + 4y

é compativel e determinado, pois tem como raizes unicamente x = 3ey = 4.



CLASSIFICACAO: Sistema Possivel

> Possul pelo menos uma solucao:

Eoin>
+» Possivel e Determinado

(Al xj=1{bj

Pode-se calcular esse tipo de problema considerando a matriz inversa

Pre-multiplicando ambos os membros por A™! (a matriz A tem inversa,
pois det A # 0), vem:

ATAX = A'B
IX = A'B
X = A'B



CLASSIFICACAO: Sistema Possivel

> Possul uma ou mais solucoes:

Eost>
+» Possivel e Indeterminado

- Admite infinitas solugdes; [A]-x}= b
> O determinante de A deve ser nulo;

> O vetor de constantes b deve ser nulo ou
multiplo de uma coluna de A.



CLASSIFICACAO: Sistema Possivel

> Possul uma ou mais solucoes:

Eost>
+» Possivel e Indeterminado
A]-x}= b}

e Um sistema compativel é indeterminado quando admite mais de uma
solucdo (neste texto, admite infinitas solugdes). Exemplo: O sistema

100
200

[4x + 2y
18x+4y

é compativel e indeterminado, pois admite infinitas solugoes:




CLASSIFICACAO: Sistema Impossivel

> Nao Possul Solu

» Impossivel

+ O determinante

+ O vetor b nao

cao:

(Al xj=1{bj

de A deve ser nulo:;

pode ser nulo ou multiplo de

alguma coluna c

e A.



CLASSIFICACAO: Sistema Impossivel

> Nao Possul Solucao:

Indeterminado

» Impossivel

A.35 — Sistema incompativel € o sistema de equagdes lineares que
ndo admite solugdo. Exemplo: O sistema

[3x + 9y = 12
13x+9y=15

€ incompativel, pois 3x + 9y ndo pode ser simultaneamente igual a 12 e igual a
15 para mesmos valores de x e y.



Outras Definicoes

> Sistema Linear Homogéneo:

A.36 — Sistema linear homogéneo é o sistema de equagdes lineares
cujos termos independentes sdo todos nulos. Exemplo: E homogéneo o sistema:

3x; + 6x, =0
12x, + 24x, = 0

e Todo sistema linear homogeneo tem, pelo menos, uma solugio,
denominada solugao trivial: x; = 0 (no caso,i = 1,2), isto é,x; = x, = 0. Além



Outras Definicoes

> Sistemas Equivalentes:

A.37 — Sistemas equivalentes sdo sistemas de equagoes lineares que
admitem a mesma soluc¢do. Exemplo: Os sistemas

14
6

3x + 6y = 42 - X + 2y
2x - 4y = 12 X =25

sdo equivalentes porque admitem a mesma solugdo: x = 10ey = 2.



Outras Definicoes

> Sistemas Equivalentes:

A.38 — Operagoes elementares e sistemas equivalentes — Um sistema
de equagoes lineares se transforma num sistema equivalente quando se efetuam
operagoes elementares sobre suas equagoes:

I) Permutagio de duas equagoes.

II) Multiplicagcdo de uma equagdo por um niimero real diferente de
Zero.

IIT) Substitui¢do de uma equagdo por sua soma com outra equacgao
previamente multiplicada por um niimero real diferente de zero.



GEOMETRICAMENTE

-

4X,+3X, =35
0.5x,-0.2%x, =0.15
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CURIOSIDADE

> Existem estimativas que apontam que, a cada 4
(quatro) problemas de simulacado em matematica,
3 (trés) convertem-se em solucao de sistemas de
equacoes.

’

NETODOS
NUMERICOS

Cristina Cunha
(1993)

A. CRISTINA C CUMHA




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Metodo da Rigidez: Calcular os deslocamentos,
as reacoes e 0s esforcos internos solicitantes em
uma dada estrutura:

l, Graus de liberdade
dos nos da estrutura

Modelo de
cdlculo de um

portico plano




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Interpolacao da Dados de Chuva: (Conjunto de
dados: tempo vs intensidade de chuva), encontrar
0 polindmio
estimativas para outros dados.

Ya
Vaf-=mmmmmnn- o Polinédmio interpolad or:
E’a -------- Fﬁ'": ------- e T v(x) = ep + x + ex % + X’
Yilm ed ;
if“t
X X X :!I;_ >X B
1 2 3 4 1 Xl
1 X,
1 X,
1 X,

Interpolador que permita fazer

X X X X
AN WD NN PO

X X X X
MW WW N W E W

Y1
Y,
Y3

ky4)



EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Interpolacao do Custo Médio de um Produto:
Estimar o custo médio de um produto A com base
em uma série de dados obtidos em anos anteriores.

32.500

2007  50.000 30.000 E 30500
2008  60.000 28.000 2 20500
2009  65.000 32.000 R
2010  70.000 35.000

27.500
45.000 50.000 55.000 60.000 65.000 70.000

Producéo

Em 2012 queremos uma producao de 100.000 produtos. Quanto
seria avaliado o custo médio de cada produto?



EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Engenharia eletrica: Lei de Kirchhoff, as

correntes iy, 1,, I; € 1, podem ser determinadas:

3Q

I 9i —4i,~2i, = 24
i+ 170y 6iy— 3, = ~16

1220~ 60, + 14i,— 6i, = 0
30,60+ 110y = 18

Circuitos mais complicados
podem requerer solucao de
sistemas com um numero
maior de equacoes!



EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Engenharia Civil/Producao: calculo da forca
nos membros de uma trelica:

(0,9231F ;- = 1690
F,p—0,7809F - = 0
Fep+0,8575Fp; = 0
0,3846F -z — 0,3846F ;- —0,7809F 3 — Fopy = 0
0,9231F ;- + 0,6247F - —0,9231F - = 0
—F,5—0,3846F . = 3625
0,6247F 30— Fpp = 0
Fap—05145F, —Fpp = 0




EX. DE APLICACOES NA ENGENHARIA

» Metodo dos Elementos Finitos: calculo dos
deslocamentos em uma ponte:

-—:in----s- , K K K>,
,::r.w M S I

""/ 3 z L Knl KnZ LR Km'l 4 \ u)l'l )




SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

» Um sistema linear de 2 (ou 3) equacdes com 2 (ou
3) incognitas pode ser resolvido manualmente por
substituicdo ou com o0 wuso de métodos
matematicos:

» EX.:regra de Cramer.

1) calcula-se o determinante D da matriz dos coeficientes das
variaveis;
2) calcula-se o determinante D; da matriz que se obtém substituindo,

na matriz dos coeficientes das varidveis, a coluna dos coeficientes da varidvel x;
pela coluna dos termos independentes;

3) calcula-se x; pela formula:

D,
Xi =]



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Conjunto verdade: V={( 2, 1 )}

: Exemplo: . :
: a) Para resolver o sistema {zi + 35? 1 fazemos :
' Calculo do determinate D: |
|:2 3:| |
! D= =-5 |
; 1 -1 |
: Caculo do determinante Dx: Calculo do determinate Dy: :
73 2 7 :
I = = _ — — 1

i Dx [ 1. 1] 10 Dy [ 1 1] :
" Logo: |
=D o 10 - D o5y i
- "TD T T T =D T 5 |



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

» Resolver um sistema usando CRAMER &
praticamente impossivel se 0 numero de
equacoes (e incognitas) forem diferentes ou
maior gue tres!

» Dessa forma métodos numericos sao
aplicados, tais como:



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

> Dessa forma meéetodos numeéricos Ssao
aplicados, tais como:

SISTEMA DE
EQUACOES LINEARES

(SOLUCAO)

{ DIRETOS j { ITERATIVOS j

ELIMINACAO GAUSSIANA GAUSS-JACOBI
GAUSS-JORDAN GAUSS-SEIDEL

LU (ETC) ETC.




Métodos Diretos



Métodos Diretos

1. S&o aqueles que conduzem a solucao exata a menos de
erros de arredondamento introduzidos pela maquina,
apos um numero finito de passos;

2. Pertencem a esta classe todos 0s métodos estudados no
1° e 2° graus (Método da substituicao, Cramer, etc...)

[A]-{X}z{b} Se A é inversivel: {X}:[A]_l-{O}

3. Esses métodos nao sao usados em problemas praticos
quando o0 numero de equacOes é elevado, pois
apresentam problemas de desempenho;

4. Necessidade do emprego de metodos mais elaborados:
Eliminacao de Gauss.



Métodos Diretos

» O sistema de equacOes inicial € manipulado ate se

transformar em um sistema equivalente de facil
resolucdo: Formas triangular ou diagonal.

A1 dyp dy3 Ay

0 a,, ay; ay

0 0 a3y Ay

0 0 0 ay

a”II+a|2x2+a13x3+...+am}(ﬁ = bl

AyyXy + Ay Xy + ...+ ay, X, = by

(I33I3+ ...+ﬂ3”.x” - b3
aﬁ—l..”—l'r”—l-l-aﬁ—l..”xﬂ = bn—l

a. . x. = b

nnn n

Sistema de equacoOes na forma triangular superior

~

Usado no método de ELIMINACAO GAUSSIANA



Métodos Diretos

» O sistema de equacOes inicial € manipulado ate se
transformar em um sistema equivalente de facil
resolucdo: Formas triangular ou diagonal.

) _ o aX = b,
a _
1m0 0 0f]x b, ay1 X1 + AryX, = b,
a,, da X b _
20922 0 01X _ |D2| | ayx; +apx, + gy, = b,
d3| d3p dyz () || X3 by
A41 ap Qg3 Qgq) | Xy b,
{1”1}51 + HHEXZ + ﬂ”3)£3 oot annln = bn

Sistema de equacoes na forma triangular inferior

~

A forma triangular inferior € usada em conjunto com a
forma triangular superior no metodo de decomposicao LU



Métodos Diretos

» O sistema de equacOes inicial € manipulado ate se
transformar em um sistema equivalente de facil

resolucdo: Formas triangular ou diagonal.

a;; a

d a

da d

Uma forma similar é usada no metodo de Gauss-Jordan

a

d dy, da

a

a

asyy a

a

Ay

di1Xq

~

d1pX)

dy3X3

Sistema de equacoes na forma diagonal



METODOS DE ELIMINACAO GAUSSIANA



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana

« Atribuido ao matematico alemao Carl Friedrich
Gauss;

» Consiste em transformar o sistema linear original em
um sistema linear equivalente com matriz dos
coeficientes triangular superior,

Ja,X,+8,,X,+8,,X, =, > AKX+, = b
Ay Xy T 85X, t 85X, =Dy \ 835X, = b




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Sistemas Triangulares
2X,—X,+ X, =2
X,+2X,=3
X, =1
« O sistema pode ser resolvido facilmente por
substituicéo de variaveis

e Sistema Triangular Superior: todos o0s elementos
localizados abaixo da diagonal principal sdo nulos, isto
€, a;; =0 se I>]

 Solucao: retro substituicao



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana: Processo

_ _ Elemento Linha pivo
Passo 3 Equagdes na forma triangular superior

| = - _  _ - _ - _ — = - = - - ]
] . |
| 1 @12 @13 14| | Xy b, djp 412 Q13 A4 | | x, b, djp 412 913 di4 || X, by|
! 1 1 1 i
|| @21 Ay A3 dyg| | X, b, ag) a'y d'yy d'yy || X b, 0 d'y dy dy || x, byl !
] = — = |
| - [ ] 1 Y " " 1
| 931 933 d33 34| | X3 b (5] A3y @33 A3yl |X'y b's 0 a@g a's; a'yy || x", b5 |
: . 1 n " |
|| g1 Qg Qg3 Ay || Xy b, Gq) A'yp 43 A'yy || X'y b', 0 @y a'sy a'sy || X", b
I L 4L - L L JLb L L 4L L4
] |
I q G - ]
i Conjunto inicial de equacgoes Passo 1 Passo 2 i
| |
3 _ - _ _ _ _ - _ _ _ I
I ]
i | 411 Q12 413 Q14 || X b, ayn a2 13 Qg || X b, !
] |
| 1 1 [ ' ' ' 1
| O ayn dyy ay || X, b, 0 d'y dyy d'y || X, by |
i " " = " T = I
! 0 0 a 13 a 24 X”_; bl13 0 0 () 33 I 34 x"3 an |
| ]
i 0 0 an-u am44 X"I4 bm4 0 0 0 am44 xm4 bm4 I
: | _ L _ |
| - - — - — - - - 1
| |
i !



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana

» Propriedades: A solucao do sistema [A]{x}={b} nao
se altera se 0 submetemos a uma sequéncia de
operacoes do tipo:

¢ Multiplicacdo de uma equacao por uma constante
nao-nula;

¢ Adicionar um multiplo de uma equacao a uma outra
equacao;

¢ Troca da ordem das equacOes.



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Passos do Método

= Eliminar os coeficientes de x, presentes nas linhas
21 31 1n1

Possivel desde que a,, =0

= Substituir a linha 2, L,, pela combinacao linear:

. _ a21 pIV6

condicao necessaria
multiplicador



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Passos do Método

= Eliminar os coeficientes de x, presentes nas linhas
21 31 1n1

Possivel desde que a,, =0

= Substituir a linha 3, L, pela combinacao linear:

- 3 o
Ly'=Ls—mg- Ly — 31 PO a,, =0

31—

multiplicador

condicao necessaria



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Passos do Método

= Eliminar os coeficientes de x, presentes nas linhas
21 31 ---1n1

Possivel desde que a,, =0

= Deve-se continuar o processo ate a linha n:

, pivo
Ly =Ly—my- Ly _ ot 311¢O

multiplicador

condicao necessaria



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Passos do Método

= Eliminar os coeficientes de x, presentes nas linhas
31 41 1n1

Possivel desde que a,,=0

= Eliminar os coeficientes de x; presentes nas linhas
41 51 1n1

Possivel desde que a5;=0

Repete-se 0 processo até chegar com uma matriz
triangular superior!!!



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

- Exemplo Forma Matricial Aumentada
(2X,+X,+3X,+4x, =17 2 1 3 4 | 171—>L:
4x1+4x2+2x3+x4:9 (A lb] 1 4 21 9 |—L;
3X;+2X,+X,+4x, =20 j1> 1321 4 20 |—> L3
(2X;+2X,+3X3+ X, =9 2 2 31 9 |—L,
= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,
@13 4] 17 Pvo:a, #0
4 2 1 9
inh . a21 a3l a41
2 1 4 | 20| Multiplica dores: m,; =—=,m;;=—=em,; =—=
2 3 1 0 all all a11




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

Combinagéao Linear : L,'=L,—m, L4 Combinacao Linear : L3'=L;—my L
1 3 4 | 17 (@ 1 3 4 17 |
0 35 05 -1 0.5 0 35 05 -1 0.5
2 1 4 20 0O 05 -35 -2 —-5.5
2 3 1| 9 B: : : | o




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

Combinacdo Linear : L, =L,—m,,L,

()1 3 4| 17
0

35 05 -1 0.5
0 05 -35 -2 —9.5
0 1 0 -3 -8




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 2: eliminar os coeficientes de X,

2 1 3 4 17 o
0@ 05 -1 05 PVO:a,, #0

_ _ _ . a a
0 . 3.5 -2 59 Multiplica dores: m,, =—2em,, =—22
0 -3 -8 Ay Ao,




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 2: eliminar os coeficientes de X,

Combinagéo Linear : L, =L,—m,,L,

4 17

0 @ 05 -1 0.5

-3.571 -1.857 | -5.571 Combinagéo Linear : L, =L,—m,,L,

_o l 0 -3 -8 | 4 17 ]
0 @ 05 -1 0.5

-3.571 -1.857 —5.971

_o 0 -0143 -2714 | -8.143




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacio Gaussiana s/ Pivoteamento: Processo

= Exemplo

= Etapa 3: eliminar os coeficientes de X,

1 3 4 17

35 0 1 0.5 PivO : dgy # 0
0 6 —1.857 | -5.571 Multiplica dor: m,, s
0 0 [FONES -2714 | -8.143 833

OO O o N




Potenciais Dificuldades encontradas com a aplicacao do
meétodo de Eliminacao de Gauss

> O ELEMENTO PIVO E PEQUENO EM
RELACAO AOS DEMAIS TERMOS NA LINHA
PIVO: Erros de arredondamento

significativos podem ocorrer

> O ELEMENTO PIVO E ZERO: Como a linha
pivo e dividida pelo elemento pivo, surge
um problema durante a execug¢do do
procedimento de elimina¢do de Gauss se o
valor do elemento pivo for igual a zero.




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Objetivo: evitar que o0s pivos usados no
processo de eliminacao sejam nulos;

aPassos do Método:

= Ao encontrar um pivo nulo fazer a permuta da
linha que contém o pivo por uma linha com
maior coeficiente em modulo na coluna que
contém o pivo.



Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Exemplo

Forma Matricial Aumentada

5 (5 10 1 -2 | -5]—>"h
<4x1+8x2+2x3—x4=3 [Alb] = 4 8 2 -1 3 |— L,
10X, +5X,+3X,+X, =9 - 10 5 3 1 9 |—>b
2X+ X+ X3+ 2X, =12 2 1 1 2 12 |—>La

(5X,+10X,+X,—2X, =—

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de x,

® 101 -2 ] -5 Pivo:a, =0
8 2 -1 3 .
o a a
5 3 9 |Multiplica dores: m,, =—2 m,, =—3em,,=—*
1 1 12 dp ay; dq




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Exemplo

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

Combinacéo Linear : L, =L,—m,,L, Combinagao Linear : L, =L,—m,,L,
10 1 -2 | -5] (® w0 1 -2]-5
0 0 12 0.6 7 0O 0 12 06 I
5 3 1 9 0 -15 1 5 19
1 1 2 | 12 - 1 1 2 | 12




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Exemplo

= Etapa 1: eliminar os coeficientes de X,

Combinacdo Linear : L, =L,—m,,L,
5)100 1 -2 | -5
0O 0 12 06 I

0 -15 1 5 19
0 -5 06 28 14

o




Métodos de Eliminagcao Gaussiana

> Eliminacao Gaussiana COM Pivoteamento:

= Exemplo

= Etapa 2: eliminar os coeficientes de X,

5 10 1 -2 | -5
0 @ 12 06 | 7 |PMIa,=0

0
0

1 5 19 %
0.6 28 | 14 5 10 1 -2 | -5

Busca pelo maior coeficiente em médulo na 0O -15 1 5 19
coluna que contém o pivd nulo e abaixo da 0 0 12 06 7

diagonal principal 0 -5 06 28 14

Troca da 22 pela 32 linha



Comentarios adicionais sobre a Pivotacao

» Os cdlculos numéricos sGo menos propensos
a erros se o elemento pivo possuir um valor
numerico absoluto grande em comparacdo
com os demais elementos na mesma linha.

Consequentemente, ¢€é sempre bom
empregar a pivotacdo para se ter um
elemento pivdo com o maior valor possivel
(mesmo quando a pivotacdo ndo for
necessaria).




Resolucao de um Problema de Engenharia Utilizando
eliminacao Gaussiana

0,9231F . = 1690
F,z—0,7809F . = 0

Fop+08575F ; = 0

0,3846F . — 03846 F . — 0,7809F 3~ Fpy = 0
0,9231F 0+ 0,6247F . — 0,9231F oy = 0
—F,;—03846F . = 3625

fe— 20m —

00,9231
_1 —0.3846
0

0,9231

0

E

0
0 -0,7809 0 O 0

—-0,3846 —0,7809 0 -1 0,3846

0,6247 0 0 -0,9231

0 0,6247 -1 0 0 0

0

0 0
0 0
0 0

0,6247F .~ Fyp = 0
Fop—0,5145F o~ Fppe = 0

11 F 4B

1 0 0

~0,5145 —1|




Resolucao de um Problema de Engenharia Utilizando
eliminacao Gaussiana

» Usando o Matlab: Quando se executa o
programa, a sequinte solugdao é exibida na janela
de comandos: x = a\b

!
'Forcas =
|

-4.3291¢+003
- 1.8308e+003
-5.5438¢+003
-3.4632e+003
- 2.8862¢+003
-1.9209¢+003
-3.3659¢+003
-1.7315¢+003
53}3}

~

™ M
:'?j-:'?j:u":::]
M T T 0O

>
[

[
Els
!




METODO DIRETO DE DECOMPOSICAO LU



METODO DIRETO DE GAUSS-JORDAN



METODOS ITERATIVOS



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

SISTEMA DE
EQUACOES LINEARES

(SOLUCAO)

[ DIRETOS } [ ITERATIVOS }

ELIMINACAO GAUSSIANA GAUSS-JACOBI
GAUSS-JORDAN GAUSS-SEIDEL

LU (ETC) ETC.




Métodos Iterativos

1. Fornecem solucao aproximada de um sistema de
equacOes lineares apos a realizacao de um namero finito
de passos (iteracoes);

2. Sao convenientemente empregados para sistemas
grandes e esparsos que aparecem com frequéencia na
discretizacao de equacOes diferenciais;

3. Geram uma sequéncia de vetores {x}, a partir de uma
aproximacao inicial {x}\;

4. Necessitam de algumas condicOes para garantir a
convergéncia da sequéncia de aproximacoes.



EXERCICIOS

> Problemas Tedricos:

A.41 — Problemas Propostos — Resolver os sistemas
r2x+4y+6z= -6
1) 3x - 2y~ 4z = - 38
Ix+ 2y + 3z = -3
[ 4x - y- 3z= 15
2) 13x ~ 2y + 5z = ~7
2x + 3y +4z = 7
[(1x + 2y + 3z = 10
3) ¢ 3x + 4y + 6z = 23
3x + 2y + 3z = 10
4); X + 4y + 6z = 0
\-1,5x- 6y - 9z = 0
'2x1+ 2x, + 4xy =
8) 1.3%; + 3%, + 8% =
S5x; + 25x, + 20x; =

L L e e e e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e e e e s e e wa



A.41.1 — Respostas dos problemas propostos

1)x=-41+ze 20 - 13z
4 Y

2) x=3, y=3 e z=-2

3) O sistema € incompativel.

4) Solucado trivial: x = y=z=10
Solugoes proprias: x = -4y -6z

5) S6 asolugdo trivial:x =y =z =0

L et e e e e e e e e e e e e e e s s e e s e s e e



EXERCICIOS

» Problema de Aplicacao Pratica:
12.30 O sistema de equagodes a seguir foi gerado ao se aplicar a lei
de correntes na malha ao circuito da Figura P12.30:
601, — 401, = 200
—401, + 1501, — 10013 =0
—1007, + 130713 = 230

Determine /4, I, e I;.

Figura P12.30 20 O 10 O 30 V

200 V "‘:) 00 " 1000 30 Q "“:) 10 A



EXERCICIOS

» Problema de Aplicacao Pratica:

12.29 O sistema de equacoes a seguir fo1 gerado ao se aplicar a lei
de correntes na malha ao circuito da Figura P12.29:

550 — 251, = —200
=371z — 41, = —250
=251 — 413 + 291, = 100

Determine /1, Iz e 4.

10 Q 10 A
‘11> 209"2)
25 O 25 Q)

100 V ‘1,,) 40 ‘13) 80

L L e e e e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e e e e s e e wa



EXERCICIOS

> Problema de Aplicacdo Pratica: Um exemplo de um problema na
engenharia elétrica que requer a solucdo de um sistema de equacdes €
mostrado na Figura. Usando a lei de Kirchhoff, as correntes iy, I, i; € I,
podem ser determinadas com a solucdo do seguinte sistema de quatro
equacdes. a) Resolva o Problema aplicando a Eliminacdo Gaussiana. b)
Depois de obter a matriz triangular superior, encontre o determinante,
lembrando que sera dado pelo produto dos elementos da diagonal principal.

30
24V
5 (
MWW MWWV
—4i,+17i,-6iy;-3i, = —16
O af G o
16 V O s —2iy—=6i,+ 14i;-6i, = 0
I2
‘o —3i,—6iy+11i, = 18
% 0g (@ Q)
20 18V




AUTOVALORES E AUTOVETORES
(Valores Proéprios e Vetores Proprios)



INTRODUCAO

» Para uma dada matriz [a] (n x n), 0 nuUmero 4 é

AUTOVALOR AUTOVETOR



INTRODUCAO

» Para uma dada matriz [a] (n x n), 0 nuUmero 4 é
um AUTOVALOR da matriz se:

» O vetor [u] € um vetor coluna (ndo nulo) com n
elementos chamado de AUTOVETOR associado
ao autovalor A.



INTRODUCAO

» A EQ. pode ser vista de uma forma mais geral:

> O operador matematico L (multiplicacéo,
diferenciacao, Integracao, etc) aplicado em [u]
(vetor, matriz, funcao, etc) resulta em A vezes [u].



INTRODUCAO

Lu = \u

> O operador matematico L (multiplicacio,
diferenciacao, Integracao, etc) aplicado em [u]
(vetor, matriz, funcao, etc) resulta em 4 vezes [u].

» Por exemplo:



EXEMPLOS DE APLICACAO NA
ENGENHARIA



EXEMPLOS

» AUTOVALORES e AUTOVETORES aparecem
em metodos numericos e tém importancia especial
na CIENCIA E NA ENGENHARIA.



EXEMPLOS

> (Genética:

Tabela 1. Probabilidades dos Possiveis Genotipos dos Descendentes

Determinacao da Quantidade
Genotipos em geracdes ao passar do tempo:

de

Genotipo do

Genotipo dos Pais

Descendente | 44 x A4 AA x Aa AA x aa Aa x Aa Aa x aa aa x aa
(AA) 1 e 0 Ya 0 0
(4a) 0 Y, 1 s s 0
(aa) 0 0 0 La L4 |




EXEMPLOS

» Resolucao de um Sistema Linear de EDO:

A matriz dos coeficientes do sistema é

0 13
- dx b
G e )
\ O polinomio caracteristico €
dy
ST cx + dy + g(1) Aﬂ—(u—ﬂ);wf:o
a a :

Que ¢ equivalente a equacio algebrica

aA4+brdtLc=10



EXEMPLOS

» A curvatura de uma coluna delgada sujeita a uma

carga P pode ser modelada por:

P P

=
[
2

Onde: + L

d? V.,
——¢a curvatura /

A2
(L.0) X

M é o momento de curvatura P’

E ¢ o modulo de elasticidade

I ¢ o momento de inércia da secdo transversal sobre o e1xo neutro

FZ'ZEI
L2

Perit =



EXEMPLOS

> Por exemplo, no estudo de VIBRACOES:

» AUTOVALORES =
representam as frequéncias

naturais
>_

» AUTOVETORES = modos
dessas vibracoes.




EXEMPLOS

> Por exemplo, no estudo de VIBRACOES:

» AUTOVALORES =
representam as frequéncias

naturais
>_

» AUTOVETORES = modos
dessas vibracoes.

» Frequéncias naturais: Taxa de vibracao dos
Materiais. Todos materiais (atomos) vibram!



EXEMPLOS

> Por exemplo, no estudo de VIBRACOES:

D: Response Spectrum B: Static Structural
Directional Deformation Total Deformation
Type: Directional Deformation(Y Axs) Type: Total Deformation
Unit: m Unit: m
Solution Coordinate System Time: 1
Time: 0 15/11/2014 15:11
15/11/2014 1515
5,8389 Max
0,070799 Max 5,1902
0,062932 45414
0,055066 3,8926
0,047199 3,2439
0,039333 2,5951
0,031466 1,463
0,0236 1,2075
0,015733 0,64877
0,0078665 0 Min
0Min
o P
50,00 100,00 (m) ‘\ y ) 50,00 100,00 (m)
[ EE— S— - (B S
25,00 75,00 25,00 75,00
C: Modal C: Modal
Total Deformation 14 ;M l;xmt;-:n 1‘1
Type: Total Deformation ype: eformation
Frequency: 052421 Hz PO Cr I S
Lt :anl':lr/';mus 12
15/11/2014 15:12 / .
0,00089614 Max
0,00088262 Max 0,00079657
0,00078455 p 0,000697
0,00068648 , 0,00059743
0,00058841 0,00049785
0,00049034 0,00039828
0,00039227 0,00029871 e
0,00029421 0,00019914 A%
0,00019614 9.9571e-5
9,8068-5 Lk D
0 Min

100,00 (m)

25,00 75,00



EXEMPLOS

» Quando a Frequéncia natural é atingida =
RESSONANCIA. Aumentando a amplitude!

» Ponte de Tacoma (Washington,
Estados Unidos), 1940.

https://www.youtube.com/watch?v=mfQk6ac4res




EXEMPLOS

» Na mecanica dos materiais, 0s esforcos principais
sdo o0s autovalores da matriz de tensOes, e as
direcOes principais sao as direcoes dos autovetores
associados.




EXEMPLOS

» Como o Google lista quais sao os sites mais importantes?
(Algoritmo proprio: Autovalor e Autovetor)

GO gle como o google lista quais sao os sites mais importantes E= !_, Q,

Todas Moticias Imagens Videos Shopping Mais Configurages Ferramentas

R T e

Aproximadamente 11.500.000 resultados (0,57 segundos)

1 9 I:> Os 50 sites mais acessados do Brasil e do mundo | EXAME

https://exame abril.com.br/_. /os-50-sites-mais-acessados-do-brasil-e-do-mundo/ ~

20 de jun de 2017 - 830 Paulo — No Brasil e no mundo, o Google ainda reina como site mais
acessado da internet, de acordo com a lista de sites Alexa, feita pela Amazon. O buscador, que
funciona como um verdadeiro indice da internet, ocupa as trés primeiras posi¢cdes do ranking brasileiro—
sendo que a segunda fica com ...

2— I:> Os 50 sites mais acessados do Brasil, segundo o site Alexa - InfoMoney

www. infomoney.com_br/minhas. /sites-mais-acessados-brasil-segundo-site-alexa =

13 de set de 2013 - Brasil € o pais mais caro para se comprar um iPhone; veja lista completa - Apos
revelacdo dos novos iPhones, Nokia provoca Apple no Twitter - De crianca para crianca: garota de 9
anos impressiona ao criar rede social. SAO PAULO — O site do Google Brasil &€ a pagina mais
acessada pelos brasileiros, .



Determinacgao: autovalores e autovetores

» Alem da importancia fisica, os autovalores e
autovetores de uma matriz podem representar uma
matriz em forma vetorial, simplificando o
problema.

/I(u) — T(U) = .U




Determinacgao: autovalores e autovetores

A >1 0<i<1 f)=Av <0
(a) (b) (c)
Figura 5.1

A Figura 5.1.d mostra um vetor v € IR que ndo € vetor proprio de um

operador f .
.VA f )
0 >

Figura 5.1.d



Determinacgao: autovalores e autovetores

oo [t [ =rv-o[] - [2

» O vetor (10; 4) € tambem autovetor da matriz A,
assoclado ao mesmo autovalor A=6!

unitario

O unitario




Determinacgao: autovalores e autovetores

wom[3 3 [ =ae-ofg - 2

» O vetor (10; 4) € tambem autovetor da matriz A,
assoclado ao mesmo autovalor A=6!

1 . Por isso, & comum
| assoclar o autovetor a
seu vetor unitario!

unitario

s
ﬁ

O unitario

5 10



Determinacgao: autovalores e autovetores

Se se desejasse saber qual o vetor préprio unitrio 4 associado ai = 6,

bastaria fazer
byl i b 1 L 1 . .
[ [ R PRt 50
obtendo-se
1 5 2
— 4 5, 2 — e e
s e
Assim,

) 2 30 12
fu) =6u = 6(79’ —\/—'2—‘9—) & (\/2—9" @)

Por 1sso, é comum
| assoclar o autovetor a
seu vetor unitario!




Determinacao de autovalores e
autovetores



Determinac¢do: autovalores e autovetores

» [l]=matriz identidade com as mesmas dimensoes de
[A]

AV — AV =0

(A—2D)v=0




Determinac¢do: autovalores e autovetores

» Por exemplo, considerando uma matriz A(2x2):
(A-ADv =0

Fazendov = (x,y), a equagao (1) fica:

po— - — — - e .

311 a12 . /1 1 O X o 0
dy)p 9y _O 1_ Y] ..0-
ou
—311 - 4 djy x| _ 0
: dy; ay - A 54 _O_




Determinac¢do: autovalores e autovetores

» Observacoes:
[a - AL ][u] =0

» Se a matriz [a — AI] desse sistema homogéneo nao
possulr inversa, a solucao sera trivial [u] = 0.




Determinac¢do: autovalores e autovetores

» Observacoes:
[a - AL ][u] =0

» Se a matriz [a — AI] desse sistema homogéneo possulr
Inversa, a solucao sera trivial [u] = 0.

» Por outro lado, se [a — AI] nao possuir inversa
(Determinante de [a — AI] NULO), entdo e possivel
encontrar uma solucao nao-trivial para [u].

detla—Al] = 0




Determinac¢do: autovalores e autovetores

OBSERVACOES:

» Os autovalores de uma matriz quadrada [A] sao as
raizes da correspondente equacao caracteristica.

» A matriz [A] tem pelo menos um autovalor e no maximo
N autovalores numericamente diferentes.




Determinac¢do: autovalores e autovetores

OBSERVACOES:

» Os autovalores devem ser determinados primeiro. Com
os autovalores determinados, 0s correspondentes
autovetores sao obtidos resolvendo o0 sistema
homogéneo de equacOes lineares, por exemplo, para
A(2x2):




EXEMPLO 1

> Mostre que 2 é autovalor de: X 31 L_,l :




EXEMPLO 1

> Mostre que 2 é autovalor de: X 31 ql :
3

1 l

det(A—21) =0

3 — 2 1 1
-1 O9=2 1
1 1 3—-2
i1 -1 1
=1-1 3 1] =0
i -1 ]




EXEMPLO 2

» Determinar os autovalores e autovetores da
seguinte Matriz:

-5 2




EXEMPLO 2

» a) Determinacao dos autovalores:
ol S
2 -2 Iz I2

2

—5-4
D(A) =det(A— Al =‘ , _y

-

(=5-A)-2-4)-4=0

2 +TA+6=0



EXEMPLO 2

» b) Determinacao dos autovetores:

A=2=—1

-4 2 X B 0

2 —1fx| |0
Solucgdo: Para x, qualquer, x, = 2x,. Por exemplo, x, = 1,
entao x, = 2. Um autovetor de A correspondente a A, = -1

g



EXEMPLO 2

» b) Determinacao dos autovetores:

13.2/11:—6

1 2 X1 B 0
2 4|x | |0
Solugao: Para x, qualquer, x,=-0.5 * x,. Por exemplo, x, =

2, entao x, = -1. Um autovetor de A correspondente a A, =
-6 €:



EXEMPLO 3

1) Determinar os valores proprios e os vetores préprios do operador
linear

fIR->IRf (x,y) = (4x + Sy, 2x +y)



EXEMPLO 3

Solucao

I) A matriz candnica do operador f é

e

€, portanto, a equagéo caracteristica de f é

_14-2 5
det(A-4A1) = ‘ 5 718 l'
isto é,
4-4)(1-1)-10=0
A2-51+6=0,

equagado do 2° grau cujas raizes sdod; = 6e i, = -1.



EXEMPLO 3

II) O sistema homogéneo que permite a determinacio dos vetores

proprios € (A-AI)v = 0. Considerandov = ; , 0 sistema fica:

2t [ - [ .

i) Substituindo, em (1), 4 por 6, obtém-se o sistema linear homogéneo
cuja solugdo € constituida por todos os vetores préprios associados ao valor
proprio A, = 6:



EXEMPLO 3

B IERH

ou
-2 5 o P
2429 y 0
ou, ainda
-2x + 5y =0
2x - S5y =0

Esse sistema admite uma infinidade de solugdes préprias:

e
Y =3

; 2 2 ,
e, portanto, os vetores do tipov; = (x, x) ouv; = x(1,7), x # 0, ou, ainda,

v, = x (5, 2) sdo os vetores proprios associados ao valor préprio 4; = 6.



EXEMPLO 3

ii) Substituindo,em (1),4 por-1, obtém-se o sistemalinear homogéneo
cuja solugdo é constituida por todos os vetores proprios associados ao valor
proprio A, = -1:

3 Bl -

ou
Seo X pachi)
2 2l ky 0
ou, ainda
5x + S5y = 0
2x + 2y = 0

Esse sistema admite uma infinidade de solugdes préprias:

y =-X

€, portanto, os vetores do tipo v, = (x,-x) ouv, = x (1, -1), x # 0, sdo os vetores
proprios associados ao valor préprio 4, = -1.



EXEMPLO 4

3) Determinar os valores préprios e os vetores préprios da matriz

_al 160,10
A—[-16 8]



EXEMPLO 4

I) A equacdo caracteristica de A €

| =16- 4 10l e
det (A-41) = ‘ - 16 & A‘ 0,
isto €,
(-16-4)(8-4) + 160 = 0
-128 + 16A-84 + A2 + 160 = 0
A2+ 84+ 32 =0,
equagdo do 22 grau cujas raizes sdo A = -4 £ 41, istoé, 4, =4 + 4i

e 4, = 4-41i, e, por conseguinte, a matriz A ndo possui valores proprios nem
vetores proprios.



EXEMPLO 4

1) A equacgao caracteristica de A €

det (A-Al) =

ISTO ¢
(-16-4)(8-4) + 160 = 0
g~ ~ . - - ) . AN 7 \
-128 + 16 A -84 + A + 160 = U
/ - z‘/ " 3) — (\
equacdo do 22 grau cujas raizes sdo A = -4 £ 41, 1stoe, A, =4 + 41

o ] — i i 1 - T YT N "Ny :v ") Y ¢ =t B A ™ Ny T f - N -. X7 r e o "‘v : N alf~3a
e A, = 4-41, €, POI conseguinte, a matriz A nao possul valores Proprios ncm
.- L - A

vetores proprios.
A

e Se nadefini¢do de valor proprio de um operador linear f se admitisse
A qualquer, real ou complexo, se poderia dizer que a matriz A possui valores
proprios complexos e, em conseqiiéncia, vetores proprios de componentes
complexas. Neste texto se consideram, apenas, valores proprios reais.



EXEMPLO 5

2) Calcular os valores préprios e os vetores préprios da transformagio
linear f representada pela matriz

g iz opdti
A=l-2 .6 =2
hoig *'5




EXEMPLO 5

isto €,

Solugao

I) A equacdo caracteristica de A é

Tl =0 0

det(A-AD= | -2 im=d - 2l =0
0i ue 7 15~

(7'1)'6-—2/1 5_-2/1I’('2)l_§ 5-2/1 il _g 6--2l
(T-2)[(6-4) (5-2)-4] +2[-2(5-A) + 0] + 0 = 0
(7-2) (6-4) (5-2)-4(T-2)-4(5-1) = 0
(7-2) (6-4)(5-1)-28 + 41-20 + 44 = 0
(T=A5(6 1) (5-1) 548 + L= b
(7-2)(6-2)(5-4)-8(6-4) = 0
6-2)[(7-2) (5-2)-8] =0
(6-0)(E5- 7050 + 22-8) =0
(6-2) (A2-124 +27) = 0
6-2) (A-3)(A-9) = 0

(1)

B



EXEMPLO 5

As raizes dessa equagdo sdo A, = 3,4, = 6 ed; = 9 e, por conseguinte,
540 os valores préprios de f, ou da matriz A.

A equagao (1) pode ser resolvida, de modo geral, pelo processo apre-
sentado na solugdo do problema 2, item A.19.1, Apéndice.

IT) O sistema homogéneo de equagdes lineares que permite a deter-
minag¢do dos vetores préprios associados é (A -A I) v = 0. Considerando

X
v = |y
z
o sistema fica
7- A -2 0 X 0 (2)
=2 6- 4 -2 y|l = |0
0 -2 5-4 z 0



EXEMPLO 5

isto €,
4x - 2y + 0z =0
=2xr 3y 2=
Ox - 2y +2z2 =0

Esse sistema admite uma infinidade de solugdes préprias:y = z = 2x
€, portanto, os vetores v; = (x, 2x,2x) = x (1, 2,2),x # 0, sd0 0s vetores proprios
associados ao valor prépriod, = 3.

ii) Substituindo em (2) 4 por 6, obtém-se o sistema

1m =2 0| [x 0
=2 0 -2 |yl =10
| O iy | z 0
isto €,
Ix - 2y + 0z =0
= 2% 4 Oy = dzt=i)
O = 2y~ lge=4

o ] S N s 1
Esse sistema admite uma infinidade de solugdes préprias: y = 5X

e z = -x. Portanto, os vetores v, = (x, %x, -x) = x(1, %, -1) ou

x (2,1-2), x # 0, sdo os vetores préprios associados ao valor préprio
6

U,
Ay



EXEMPLO 5

iii) Substituindo em (2) A por 9, obtém-se o sistema

- — — -5 ~— —

~2 =2 0] | x 0

=2 =¥ =2I |yl =30

0 -2 =4 z 0
isto €,

-2 - 2y +0z=0

=2x =~ 3y = Az =i

Ox - 2y - 4z = 0

Esse sistema admite uma infinidade de solugdes préprias: y = -x

ez = %x. Portanto, os vetores v, = (x, -x, lx) = x(1, -1, %) ouv; = x(2,-2,1),

x # 0, sdo os vetores proprios associados ao valor préprio A, = 9.



MATRIZ DIAGONALIZAVEL

1. Matriz diagonal: E uma matriz em que todos os nimeros fora da diagonal principal (a linha que

vai do canto superior esquerdo ao inferior direito) sdo zeros. Exemplo:

o O
oW O
oo o

2. Diagonalizavel: Uma matriz é diagonalizavel se conseguimos "trocar a base" (usar os
autovalores e autovetores) e escrevé-la em uma forma mais simples, que € a matriz diagonal.

Isso facilita muitos calculos, como elevacdes a poténcias ou resolugdo de sistemas.

3. Por que isso é util? E como pegar algo complicado e transformar em algo muito mais facil de

lidar. Trabalhar com uma matriz diagonal € bem mais simples do que com a original.

4. Nem todas as matrizes sdao diagonalizaveis! Para ser diagonalizavel, a matriz precisa ter

caracteristicas especificas, como um nimero suficiente de autovetores independentes.



MATRIZ DIAGONALIZAVEL

» A matriz quadrada [A] é diagonalizavel se existe
uma matriz inversivel [P] tal que:

D] = [P] '[A][P] seja matriz diagonal.

Diz-se, nesse caso, que a matriz [P] diagonaliza [A].
sendo [P] a matriz cujas
colunas sao os autovetores da
matriz [A]



MATRIZ DIAGONALIZAVEL

2) Dado o operador linear f : IR - IR definido por
f &xy) = @4+ 5y,2x +y),

determinar uma base do IR® em relagdo a qual a matriz de f € diagonal.

Usar os resultados encontrados
no exemplo 3!



MATRIZ DIAGONALIZAVEL

No problema 1 de 5.2.3, viu-se que os valores préprios de f (ou de A)

sdioA, = 6 eA, = -1 e os correspondentes vetores préprios sdiov; = x (5,2) e

v, = x(1,-1).
A base em relagio a qual a matriz de f é diagonal &
P={v, =(52),v, = (1,-1) }, base formada pelos vetores préprios de f e,

portanto, a mairiz

i) I
=2

diagonaliza A.

P1AP =

NN =
et [ LV IS [ S




MATRIZ SIMETRICA DIAGONALIZAVEL

» Se a matriz for simétrica, teremos:

[D] = [P][A][P]

sendo [P] a matriz cujas
colunas sao 0os autovetores da
matriz [A]



Determinac¢do: autovalores e autovetores

OBSERVACOES:

» A menos que a matriz [A] seja de ordem baixa
ou que tenha muitos elementos iguais a zero, a
expansao direta do determinante para a
determinacao do polindbmio caracteristico €
ineficiente.

> Assim, SOLUCOES NUMERICAS devem ser
utilizadas no calculo do determinante (Calculo
Numeérico).




EXERCICIOS

> Problemas Teoricos:
Mostre que os autovalores da seguinte matriz sdo 10, /2, —/2.

10 0 0O
1 -3 -7
0O 1 3




EXERCICIOS

» Problema de Aplicacao Pratica:

Os momentos de 1n€rcia [ , I e o produto de
inércia [ da area ldterdl mostmdd I]d hgurd
sao I, = 7523 mm’, [, = 3210 mm" e L,
2640 mm".

Os momentos de inércia principais sao

: 7523 =-2640
os autovalores da matriz € 0S

-2640 3210

€1X0s principais estdo na direcao dos auto-
vetores. Determine os momentos de inércia
principais resolvendo a equagdo caracteristi-

ca. Determine a orientacao dos eixos de inércia principais (vetores unitarios

na direcao dos autovetores).

24mm

4mm

(]

"TH

R

|«-— 20mm 4-I t

2mm

L L e e e e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e e e e s e e wa



EXERCICIOS

o c |
> Problemas Teoricos: |

Nos problemas 1 a 3, verificar, utilizando a defini¢do, se os vetores
dados sdo vetores proprios das correspondentes matrizes:

Hv=(21)eA= ,:i' g]

I

I

I

|

|

|

|

|

|

|

|

:

| —
: o 1
2)v=(LL2)eA=|0
| 0
:

|

|

|

|

:

I

I

I

I

I

I

N N =
-

— —

3)v=(21,3)eA =

—_ N =




EXERCICIOS

> Problemas Tedricos:

Nos problemas 4 a 10, determinar os valores préprios e os vetores
proprios das transformagées lineares dadas em cada um deles.

4) f:IR-> IR, f (xy) = (x + 2y, x + 4y)
5)f:IR->IRf (xy) = (2x + 2y, x + 3y)

6) f IR > IR, f (xy) = (5x-y,x + 3y)
[R>S (xy) = (y,x)

8) fIR->IR,f (x,y,z) = (x +y + 2z, 2y + z, 2y + 32)
N f R->Rf (x,y,2) = (x,-2x-y,2x + y + 22)

10) f:IR->IRf (x,y,2) = (x +V,Y, 2)



EXERCICIOS

o c |
> Problemas Teoricos: |
|

Nos problemas 11 a 18, calcular os valores préprios e os correspon-
dentes vetores préprios das matrizes dadas em cada um deles.

11)A=[ : 3J 12) A= |2 1]

I

I

I

I

|

|

|

|

|

: =F*5 3 4

I B |

I -~ |

' B adest Boiimidiesed |

13)A=|2 3 2 4)A=(0 2 -3 |

| 1 1 2 |kl | AN | |
i |

| |

I |

| 1 0 0 s Sl |

B A=l A2 6) A=1]1 4 1 |

| | I ET | 1 I T |

I |

I |

I |

| 5= 4.9 =g 0 0 2 |

1) A=|0 -1 0 18) A=[0 -1 0 |

| 8 6 -5 a0 D |

I |

L o . gl S S A i S W T B R o BN DR Gl 0 IRl W 1 D e i AN AU



EXERCICIOS

> Problemas Tedricos:

Nos problemas 19 a 26, verificar, em cada um deles, se a matriz A €
diagonizével. Caso seja, determinar uma matriz P que diagonaliza A e calcular

I
' |
' |
' |
' |
' |
|
| PLAP. |
' |
| .

2 4 9 1 |

I = —
. o a-[2 4 o a-[3 ] :
|
| l
' |
| 5 -1 s 26 1 |
: 21)A‘[1 3} 2)A=|-1 3 1 |
| 0p 20 2 |
|
. :
' |
| 1 0 0 b B |
| ) A=|-2 3 -1 24)A=|0 1 -4 |
| 0 -4 3 0 .0 3 |
| I
' |
| 1 -2 -2 3 0 -2 |
| 5)A=|0 1 0 26)A=|-5 1 5 |
| 0 2 3 2 0 -1 |

I



EXERCICIOS

> Problemas Tedricos:

Nos problemas 28 a 31, para cada uma das matrizes simétricas A,
determinar uma matriz ortogonal P para a qual P* A P seja diagonal.

- B
28) A=|_7 3] 29)A—h2 5]
2 Lo 1 B = =2
30) A=1{0 -1 0
1 ..0..1 R

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
31) A= |-2 1 -+ |
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I



EXERCICIOS

5.6.1 — Respostas dos Problemas Propostos

1) Sim

2) Sim

3) Néo

4 =3, =y 1)L =2v,=y(21)

5) 4, = Lvy=y(-2,1);4, =4,v, =x(1, 1)

6) 4, =4, =4,v=x(11)

7) Ndio existem

B A=A =Lv=(xY-y):4=4v;=x(1,2)

YA =1Lv,=2(3,-3,1);4 =-Lv, =2(0,-3,1);4;, = 2,v; =2(0,0, 1)

10) 4, =4, =4, = L,v = (x,0, 2), x e zndo simultaneamente nulos



EXERCICIOS

11) 4, =2,v, =y@3, 14 =4v,=y(}, 1)

12) 4, = L,v, =y(-1,1);4, = 5,v, = x(1,3)

13) 4, = Lv; =x(1,0,-1);4, = 2,v, = 2(-2,2,1);4; = 3,v; = x(1,-2,-1)
14) A, =-Lv, =x(1,1,1);4, =2,v, =x(1,1,0);4; = 3,v; =x(1,0,0)
15) 4, = L,v; = z (2,2, 1); A, e A; imaginérios

16) A, =4, =2,v = (x,y, x-2y);A; = 6,v; = x(1, 1, 1)

18) 4, = 2,v; = x(1,0,1);4, = -1,v, =y (0, 1, 0); A, = -2, v, = x(1,0,-1)

: : !
- 1 4 -1 £ "2 0
Bhp = | = 5 PUAPIE | T 5]
Lilase 4 e | IBL D
WP=|; _, PIAP = | SJ




n
O
=
O
oc
L
x
L

21) Nao é diagonalizavel.

23) Naio é diagonalizével
3
1
0
0
1
1
26) Nao é diagonalizavel

22) P
25) P



n
O
=
O
oc
L
x
L

AN O
e oW Ay
~ —n 5N
(@) o
L N b=
o — 2
[T T S
Py
~ |
(@]
1’ 2
p—
ﬂ/.H P _ L 1
Nt
) Ay Ay
~~ ~~ ~
~ o0 =
o o on



CONTINUA na Parte 2



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 61
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64
	Slide 65
	Slide 66
	Slide 67
	Slide 68
	Slide 69
	Slide 70
	Slide 71
	Slide 72
	Slide 73
	Slide 74
	Slide 75
	Slide 76
	Slide 77
	Slide 78
	Slide 79
	Slide 80
	Slide 81
	Slide 82
	Slide 83
	Slide 84
	Slide 85
	Slide 86
	Slide 87
	Slide 88
	Slide 89
	Slide 90
	Slide 91
	Slide 92
	Slide 93
	Slide 94
	Slide 95
	Slide 96
	Slide 97
	Slide 98
	Slide 99
	Slide 100
	Slide 101
	Slide 102
	Slide 103
	Slide 104
	Slide 105
	Slide 106
	Slide 107
	Slide 108
	Slide 109
	Slide 110
	Slide 111
	Slide 112
	Slide 113
	Slide 114
	Slide 115
	Slide 116
	Slide 117
	Slide 118
	Slide 119
	Slide 120
	Slide 121
	Slide 122
	Slide 123
	Slide 124
	Slide 125
	Slide 126
	Slide 127
	Slide 128
	Slide 129
	Slide 130
	Slide 131
	Slide 132
	Slide 133
	Slide 134
	Slide 135
	Slide 136
	Slide 137
	Slide 138
	Slide 139
	Slide 140
	Slide 141
	Slide 142
	Slide 143
	Slide 144
	Slide 145
	Slide 146
	Slide 147
	Slide 148
	Slide 149
	Slide 150
	Slide 151
	Slide 152
	Slide 153
	Slide 154
	Slide 155
	Slide 156
	Slide 157
	Slide 158
	Slide 159
	Slide 160
	Slide 161
	Slide 162
	Slide 163
	Slide 164
	Slide 165
	Slide 166: '
	Slide 167
	Slide 168
	Slide 169
	Slide 170
	Slide 171
	Slide 172
	Slide 173
	Slide 174
	Slide 175
	Slide 176
	Slide 177
	Slide 178
	Slide 179
	Slide 180
	Slide 181
	Slide 182
	Slide 183
	Slide 184
	Slide 185
	Slide 186
	Slide 187
	Slide 188
	Slide 189
	Slide 190
	Slide 191
	Slide 192
	Slide 193
	Slide 194
	Slide 195
	Slide 196
	Slide 197
	Slide 198
	Slide 199
	Slide 200
	Slide 201
	Slide 202
	Slide 203
	Slide 204
	Slide 205
	Slide 206
	Slide 207
	Slide 208
	Slide 209
	Slide 210
	Slide 211
	Slide 212
	Slide 213
	Slide 214
	Slide 215
	Slide 216
	Slide 217
	Slide 218
	Slide 219

