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ERROS EM SOLUCOES NUMERICAS
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REPRESENTACAO NUMERICA




REPRESENTACAO NUMERICA

» Cada computador possui uma precisao numeérica
diferente (nUmero maximo de digitos).

» Essa precisao depende do hardware, do sistema
operacional, etc...

» Os erros ocorridos em solucdes numericas
dependem da representacdo dos numeros na
maquina utilizada — base de maquina.



REPRESENTACAO NUMERICA

» Qual a base utilizada no nosso dia-a-dia?

« A base decimal, onde se utiliza os algarismos: 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8e09.

« Um computador normalmente opera no sistema ou
base binaria (zeros e uns);

* Interacao entre usuario e computador:

: A\
u(\o . (3
AQ &
7 e .®0 '\OQ 7 e
Usuario & Computador Q;\(\'& Usuario

Dados de entrada - Operagoes no ‘ Dados de saida
sistema decimal sistema binario sistema decimal




REPRESENTACAO NUMERICA

» Exemplos:

. (100110), = (38),,
(25),, = (11001),

Como realizar essa conversao?



CONVERSAO DE NUMEROS: DECIMAL E BINARIO

» Representacdao de um numero na base g:

Qualquer computador trabalha internamente
com uma base fixa £, onde £ € um inteiro > 2.

Dessa forma, dado um numero real (x # 0), este
possul uma unica representacao, dada, de forma
geneérica, por:

x=Hdd _,.ddd)=Hd p" +d B +..+d p +d,°)

=+(b,b,_,..b,bb,) = i(blﬂ_l + bzﬁ_z Tt dn—lﬁ_(”_l) +d,p")

X



CONVERSAO DE NUMEROS: DECIMAL E BINARIO

» Representacao de um numero na base decimal:
10 10° 10 10" 10° 10" 107 10° 107

6 o 7 2 4 .3 1 2 5

6 X 10*+ 0 X 10>+ 7 X102+ 2 X 10"+ 4 X 10% 3 107+ 1 X 102+ 2 X 107+ 5 X 10*= 60.724,3125

Como seria a representacdo do numero 1997 em uma base f = 10?

E do nimero 19,625 em uma base f = 10?



CONVERSAO DE NUMEROS: DECIMAL E BINARIO

» Representacao de um numero na base binaria:

1X2%% 0x 22+ 0x 2%+ Ix 2+ 1x 2% 1x 27+ ox 22+ 1x 27

IX1T6+0X88+F0X4+1X2+1XT+1X0,5+0X0,25 +1X0,125 = 19,625



CONVERSAO DE NUMEROS: DECIMAL E BINARIO

» Representacéo de um numero na base binaria:

|
I
|
I
!
l 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0.0 1 0 1
i
1x 2P+ 1x 214 1x 2P+ 0 x 215 1x 21+ 1X 219 0 2%+ 1% 2%+ 0 x 27+ 0 2%+ 1% 2° :

I

I

+1x 240X 234+ 1 X224 0 X214 0x 204 0 x 271+ 1 x 272+ 0x 23+ 1x 274 = 60.724,3125 |

» Cada algarismo binario (1 ou 0) é chamado de bit (binary digit);

> A aritmética binaria é usada por computadores porque transistores
modernos podem ser usados como chaves extremamente rapidas.

» “1” se referindo a chave na posicdo “ligada”, e o “0” se referindo a
posicao “desligada”.



MAS, COMO FAZER AS CONVERSOES?
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BINARIA PARA DECIMAL

» Exemplos:

> (1101), = (??),,
> (11001), = (??),



BINARIA PARA DECIMAL

» Exemplos:
> (1101), = (7?) 1
(1101, =1x2° +1x2° +0x2" +1x2° =8+4+0+1=(13),,
> (11001); = (?7?)1

(11001, =1x2" +1x2° +0x2° +0x2' +1x2° =16 +8+0+0+1=(25),,



DECIMAL PARA BINARIA

» Na conversdao de um numero escrito na base decimal
para a base binaria, sao utilizados: o metodo das
divisOes sucessivas, para a parte inteira, e 0 método das
multiplicacOes sucessivas, para conversao da parte
fracionaria do nimero em questao.

Decimal = Binaria

NUmero
Inteiro

[ Divisoes Multiplicagoes
Sucessivas Sucessivas




Meéetodo das divisOes sucessivas

» Passos:
» a) Divide-se o0 numero (parte inteira) por 2;

> b) Em sequida, divide-se hovamente por 2,
0 quociente da divisao anterior;

» C) E se repete este processo até o ultimo
guociente ser igual a 1.

R g
X g



Método das multiplicacoes sucessivas

» Passos:

» a) Multiplica-se 0 numero (parte
fracionaria) por 2;

» b) o resultado, a parte inteira sera o
primeiro digito do niumero na base binaria e
a parte fracionaria €& novamente
multiplicada por 2;

» C) E se repete este processo até o ultimo
guociente ser igual a 1.



EXEMPLOS

> a) (13)4=(??),

Quociente Resto
13/2 6 1 4
6/2 3 0
3/2 1 1

> (13),5= (1101),



EXEMPLOS

> b) (25)10= (??),

Quociente Resto
25/2 12 1 4
12/2 6 0
6/2 3 0
3/2 1 1

> (25),0= (11001),



EXEMPLOS

» €) (63)1= (??),
65| 2
322

65 = 100001 2
-




EXEMPLOS

» €) (0,375)0=(?7),

(0,375),4=(0.011),

> (0,375),,= (0,011),



EXERCICIO

> d) (13,25);5= (??),

1. Converte-se Inicialmente a parte Inteira do
nlumero:

2. Em seguida, converte-se a parte fracionaria:



EXERCICIO

Converte-se miclalmente a parte mteira do numero:

Quociente Resto
13/2 6 1 4
7/2 3 0
3/2 ] 1

... Em seguida, converte-se a parte fracionaria:

(0,25),, =(0,01),

0.25 0.50
X 2 X 2
0.50 1.0

Resultado: (13,25),, =(110101),



ATENCAO!

Nem todo numero real na base
decimal possul uma representacao
finita na base binaria.

Tente fazer a conversao de (0,1),,.
Esta situacao Ilustra bem o caso de
erro de arredondamento nos dados.



Aritmeética em Ponto Flutuante




Aritmeética em Ponto Flutuante

> BASE DECIMAL (#4),,

» Numeros REAIS grandes e pequenos, sao escritos
na representacao em ponto flutuante.

» A representacao decimal em ponto flutuante
(também chamada de notacdo cientifica) tem a
forma:

0,dddddd x 10P

» Exemplos:
6519,23 € escrito como 0,651923 x 10*

0,00000391 ¢ escrito como | 0,391 X 107>




Aritmeética em Ponto Flutuante

> BASE BINARIA (##),

> A representacao binaria em ponto flutuante tem a
forma:

1.bbbbbb x 2"

» O numero 0,bbbbbb é chamado de MANTISSA,
e pode ser representado genericamente por:

b, b

| _z|b3|. e
3V A B




Aritmeética em Ponto Flutuante

» Como representar um numero real na
forma binaria em ponto flutuante?



Aritmeética em Ponto Flutuante

» Como representar um numero real na forma
binaria em ponto flutuante?

» Através da normalizacdo do numero em relacao a
maior poténcia de 2 (menor que o proprio numero)

» Exemplos:

50 = — X 25 = 1,5625 x 25, que na forma bindria é 1,1001 x 2]01

1344 = —=x2"" = 1,3125x 2", que na forma bindria é 1,0101 x 2'"”"




Armazenando um numero na memoria do
computador




Armazenando um numero no computador

» Uma vez colocado na representacdo binaria em ponto
flutuante, 0 nUmMero € armazenado no computador;

» O computador armazena os valores do expoente e da
mantissa SEPARADAMENTE, ndo sendo armazenado o
primeiro 1 a frente da virgula decimal.

1. 6bbbbbb)x @

ARMAZENADOS



Calculo no Computador

Em precisao Simples

Os numeros sao
armazenados em uma cadeia
32 bits (4 bytes)

O 1° bit armazena o sinal

do ntimero (0 [+] e 1 [])

8 bits sao usados para

armazenar 0 expoente

23 bits sao usados para

armazenar a mantissa

Os nUimeros sao
armazenados em uma
cadeia 64 bits (8 bytes)

O 1° bit armazena o sinal
do nimero (0 [+] e 1 [—])

11 bits sao usados para
armazenar o expoente

52 bits sao usados para
armazenar a mantissa




Armazenando um numero no computador

| 2]0 29 28 21 20 2-] %) 2 5 3 2 50 o) 51 7 52 :
E 111 /11/11/ 111,711 /1, 17111/ '
ol 0 [0 S0l 0000 e e /000
% @
i !
i !
. Sinal Expoente 4@ Mantissa :
5 1 bit 11 b 52 bits |
| |
: |
EFigura Armazenando efn precisao dupla um nimero escrito na representacio bindria emi
ponto flutuante. 1 !

» A polarizacdo corresponde a adicao de uma constante ao
valor do expoente;

» A polarizacao e introduzida para se evitar o0 uso de um
dos bits para representar o sinal do expoente (+ ou -).



Armazenando um numero no computador

| 2]0 29 28 21 20 2-] %) 2 5 3 2 50 o) 51 7 52 :
E 111 /11/11/ 111,711 /1, 17111/ '
ol 0 [0 S0l 0000 e e /000
% @
i !
i !
. Sinal Expoente 4@ Mantissa :
5 1 bit 11 b 52 bits |
| |
: |
EFigura Armazenando efn precisao dupla um nimero escrito na representacio bindria emi
ponto flutuante. 1 !

» Na notacao binaria. 0 maior numero gue pode ser escrito
com 11 bits € 2047; {-1023 a 1023}

» A polarizacao utilizada é 1023. Isso significa que, Se 0
expoente for 4, entdo o valor armazenado é 4 + 1023 =
1027.



Armazenando um numero no computador

| 2]0 29 28 21 20 2-] %) 2 5 3 2 50 o) 51 7 52 :
E 111 /11/11/ 111,711 /1, 17111/ '
ol 0 [0 S0l 0000 e e /000
% @
i !
i !
. Sinal Expoente 4@ Mantissa :
5 1 bit 11 b 52 bits |
| |
: |
EFigura Armazenando efn precisao dupla um nimero escrito na representacio bindria emi
ponto flutuante. 1 !

» O menor expoente que pode ser armazenado pelo
computador é —1023 (que é armazenado como 0);
» O maior € 1024 (que € armazenado como 2047).

» Na precisao simples, 8 bits sao alocados para o valor do
expoente, e a polarizacédo é 127. (-127 a 127)



Armazenando um numero no computador

» EXEMPLO: Armazenar o numero 22,5 em precisao
dupla:

> 19 Passo: Normalizar o NUmero:

22,5

S 2t =1,40625 x 2*




Armazenando um numero no computador

» EXEMPLO: Armazenar o numero 22,5 em precisao
dupla:

» 1°Passo: Normalizar o Numero: | 1,40625 x@‘

> 2° Passo: Calculo do

expoente Polarizado em N
precisdo Dupla: 4+ 1023 = 1027




Armazenando um numero no computador

» EXEMPLO: Armazenar o numero 22,5 em precisao
dupla:

> 1° Passo: Normalizar o Nimero: | 1,40625 x 2%

» 2° Passo: Polarizacido do expoente em precisao Dupla:
4 4+ 1023 = 1027

» 3° Passo: Converter a mantissa e o expoente polarizado
para a base binaria:

» Expoente + Polarizacao : | 10000000011

> mantissa é 0,40625 : 0,01101000....000




Armazenando um numero no computador

» 3° Passo: Converter a mantissa e o expoente polarizado
para a base binaria:

> Expoente: 10000000011

> mantissa é 0,40625 : 0,01101000....000
» 4° Passo: Diagrama do numero armazenado no

. 1bit 11 bits 52 bits

computador:

oSS sssis—ise |

|
: 0 110]0(0O(0O]JO[O(OJOJT [T O|T|1[O|L]O|O[O]O 010]0(f0][
I
| |
i |
: Sinal Expoente + polarizacio Mantissa :
l
| !

|

iFigura Armazenamento do nimero 22,5 em precisdo dupla



Armazenando um numero no computador

Notas adicionais:
» O menor numero positivo que pode ser expressado em
precisdo dupla é: | 271023 =11 x 107308

» O mailor numero positivo que pode ser expressado em
precisao dupla é aproximadamente:| 21024 = 1,8 x 10308

| |
i ~-1,8x10°% ~-1,1x10°%  ~1,1x1073% 1,8x10°%
| |

|
O 0 (+)
| % : - '
! !
i !
i Intervalo de valores que Intervalo de valores que |
: podem ser representados podem ser representados :
:
| |

|

Figura Intervalo de nimeros que podem ser representados em precisdo dupla.



> Escrever 0S numeros reais: a) X, = 0.35; b) x,=-5.172; a)
= 0.0123; x, = 0.0003; x; = 5391.3 que estao todos na
base S =10, em notacao cientifica.

a) 035=0C3x10"+5x107%)x10° = 0.35x10°

b) —5.172=—-(5x10" +1x107 +7x107 +2x107*)x10" = -0.5172x10’

c) 0.0123=(1x10""+2x107 +3x107°)x10" =0.123x10™"

d) 53913=(5x10"+3x107 +9x107 +1x10™" +3x107)x10* =0.53913x10"
e) 0.0003=3x10")x10" =0.3x107"



» Considerando agora que estamos diante de uma maquina
que utilize apenas trés digitos significativos e que tenha
como limite iInferior e superior para 0 expoente,
respectivamente, -2 e 2, como seriam representados nesta
maquina 0s numeros da questao anterior?

a) 0.35=0.350x10°
b) —5.172=-0.517x10"
¢) 0.0123=0.123x10"

d) 5391.3=0.53913x10". Ndo pode ser representado por esta maquina. Erro de
overflow.

e) 0.0003==03x10". Ndo pode ser representado por esta maquina. Erro de
underflow.



ERROS EM SOLUCOES NUMERICAS




Erro de Arredondamento e Truncamento

Fontes de
erros

NUmeros reals que tém uma . '

Erro de

mantissa mais longa do que O e

v = = V4 -
numero de bits disponiveis para { R
do modelo
4 A matematico
representa-los tém que ser TEE T vaosew souugoes |
'l nimeros no i NUMERICAS: i
computador !

e n Cu rtad OS . — - : Arredondamento e |
opr;);cﬁes ' Truncamento !
numeéricas ]

fetuadas

» Arredondamento:;
» Truncamento.



Erro de Arredondamento e Truncamento

Exemplo: Dar a representacdo dos numeros a seguir num
sistema de aritmética de ponto flutuante de trés digitos para
uma base decimal e expoente variando de -4 a 4.

X

Representacao por

Representacao por

arredondamento truncamento
1,25 0,125x10 0,125x10
10,053 0,101x10? 0,100x10?
238,15 -0,238x10° -0,238x10°
2,71828 0,272x10 0,271.10
0,000007 Exp< -4 (underflow) Exp < -4 (underflow)
718235,82 Exp > 4 (overflow) Exp > 4 (overflow)

» Quando se utiliza o arredondamento os erros cometidos

sa0 menores que no truncamento,

no entanto, O

arredondamento requer um maior tempo de execucao.




Erro de Arredondamento e Truncamento

» Exemplo erro Truncamento:

Avaliacdo numerica de sen(x), feita a partir da expansao em
serie de Taylor.

30 5 7 9 ol
X X X X X

sen(x) = X —=—+ = -——+=——"— + ...
35 7t 9t 11!




Erros absoluto, relativo e percentual




Erros absoluto, relativo e percentual

» Erro absoluto: Diferenca entre o valor exato de um
numero X e seu valor aproximado x obtido a partir de um
procedimento numerico.

E _ =|x—x

» Em geral, apenas x € conhecido, e o que se faz € assumir
um limitante superior e inferior ou uma estimativa para o
modulo do erro absoluto.

Seja y representado por y =353 de forma que ‘Ea‘.‘<0,l, podemos dizer que

ye(5,2;5,4)



Erros absoluto, relativo e percentual

Erro Relativo: Erro absoluto dividido pelo valor real.

Erro Percentual: é o Erro relativo em termos percentuais.

E, =100 xE,,



Erros absoluto, relativo e percentual

Exemplo: Escreva o numero 0,1 no formato binario
usando um numero suficiente de algarismos de forma que
0 erro relativo real seja menor que 0,07.




Erros absoluto, relativo e percentual

Exemplo: Escreva o numero 0,1 no formato binario usando um nimero suficiente
de algarismos de forma que o erro relativo real seja menor que 0,07.

Passo 1: Calculo do intervalo em que o valor aproximado e
valido para o Erro Relativo considerado:

pl—ﬂ<007
0.1

007 <21 =% 007
01

— 0.007/< 0.1 —x < 0.007

0.093< x < 0.107



Erros absoluto, relativo e percentual

Exemplo: Escreva o numero 0,1 no formato binario usando um nimero suficiente
de algarismos de forma que o erro relativo real seja menor que 0,07.

Passo 2: Escrever o numero na forma binaria e verificar se o
mesmo obedece o intervalo calculado no passo 1.:

(0.1),,= (0.000110...),= (0 x 271) + (0 x 27%)
+(0X23)+(AIx2H)+(Ax2°)+(.)

(0.00011), = (0.09375),,

\

0.093< x < 0.107



Propagacao de erros




Propagacao de erros

» Suponhamos que as operacoes indicadas nos itens a) e b)
sejam processadas numa maquina com 4 digitos
significativos.

a) (x, +x;)—x,

b) x, +(x;, — x,)

Fazendo x, =0.3491x10%e x, =0,2345x10° temos:

a) (x, +x,)—x, =(0,2345.10° +0,3491.10*) - 0,3491.10*
=0.3491.10* —0,3491.10*
=0,0000

b) x, +(x;, —x,) =0,2345.10° +(0,3491.10* —0,3491.10%)
=0.2345.10° + 0,0000
=0,2345



...CONTINUA




