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MATRIZES ORTOGONAIS



Matriz Ortogonal

» Matrizes Ortogonais: é a classe das matrizes
cujas Inversas podem ser obtidas por
transposicao.

DEFINICAO 1 Dizemos que uma matriz quadrada A € orfogonal se sua transposta for
sua Inversa, ou seja, se

ou, equivalentemente, se

AAT = A'A =1 (1)



S
c
@)
o0
e
o
-
O
(]

-
o
0
=

Uma matriz ortogonal 3 x 3

A matniz

- o= enl—

L 1 i I Y = |

erle- D= e

o 0 -

—_ -0
_l < _“._
| |
o~ e~ e
a1 Ll T =1
erlf~ olr~ e
| |
| |
A~ o= en|b-
|
=1 o T] o o [
|
erl~ eI~ ol
| |
<
¥

¢ ortogonal, po1s



Matriz Ortogonal

» Exemplo 2: Dada a matriz canonica da rotacao anti-
horaria de R? por um angulo:

4 cosfl —senf
senf cosf
Essa matriz € ortogonal, qualquer que seja a escolha de 0, pois

ATA — cost) senf ||cost® —senf| |1 0O
| —sen® cosf||send cosB| [0 1



Matriz Ortogonal

» Quando falamos que uma matriz e ortogonal,
significa que suas linhas e colunas tém duas
caracteristicas importantes:

1. Sao ortogonais: ou seja, formam angulos retos (90°) entre si.

2. Sao ortonormais: alem de serem ortogonais, cada linha e cada coluna

também tém comprimento exatamente iqual a 1.



Matriz Ortogonal

» Exemplo:

Veja esta matriz simples A:

b

&/ Checando ortonormalidade:
» Linhas:
e Linha 1: (1,0) tem comprimento /12 + 02 = 1
e Linha 2: (0, 1) tem comprimento v/0% + 12 = 1
« Produto interno entre linhas: (1,0) - (0,1) =1 x 0+ 0 x 1 = 0 — sdo

ortogonails.



Matriz Ortogonal

» Exemplo:

 Colunas:
e Coluna 1: (1, 0), comprimento = 1

e Coluna2: (0,1), comprimento = 1

« Produto interno entre colunas: (1, 0) - (0,1) = 0, ortogonais.

Portanto, a matriz A é ortogonal porque as linhas e colunas s&o ortonormais

(ortogonais + comprimento 1).



Matriz Ortogonal

» Propriedades  fundamentais de  matrizes
ortogonais:

TEOREMA 7.1.2
(@) A inversa de uma matriz ortogonal é ortogonal.
(b) Um produto de matrizes ortogonais é ortogonal.

(¢) Se A for ortogonal, entdo det(A) = 1 oudet(A) = — 1.
> det(4) = +1 se A for uma matriz ortogonal
.
V2 W2
A= |:_L L
V242
¢ ortogonal, pois seus vetores linha e coluna formam conjuntos ortonormais de R°, em

relacdo ao produto interno euclidiano. Deixamos para o leitor verificar que det(A) = 1, e
que uma troca de linhas produz uma matriz ortogonal com det(A) = —1. <

A matriz



Matriz Ortogonal

» Equac0es de rotacdo de R?:
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Matriz Ortogonal

» Equac0es de rotacdo de R?:

x B - cosf@ senf|[x
¥V - —senf cosf ||y
x'= xcosf + ysenf
y' = —xsenf + ycosf




Matriz Ortogonal

» Equac0es de rotacdo de R3:

X cos® send® 0] [x

—senf? cosf@ 0| |y ]| -
z’ 0 0 1]z

et
|




Diagonalizacao Ortogonal



Diagonalizacao Ortogonal

» Uma matriz A, simeétrica, e Ortogonalmente
Diagonalizavel.



Diagonalizacao Ortogonal

» Se a matriz for simétrica, teremos:

[D] = [P][A][P]

sendo [P] a matriz cujas colunas sao 0s
autovetores ortonormais (processo de
Gram-Schmidt) da matriz [A].



Diagonalizacao Ortogonal

» Se a matriz for simétrica, teremos:

[D] = [P][A][P]

0 metodo de Gram-Schmidt € usado apenas
para "corrigir' 0s autovetores originalis,
produzindo novos vetores com comprimento 1
e perpendiculares entre si.



Diagonalizacao Ortogonal

» Metodo de Gram-Schmidt :

Imagine que vocé tem dois vetores (em 2D para simplificar):
¢ u= (]-'.- 1)
L v = (]_’ [})

Vocé quer criar dois novos vetores que sejam perpendiculares.

Passo 1: Escolha o primeiro vetor e chame de u;:
u; =u=(1,1)

Passo 2: Crie o segundo vetor us, retirando dele a projecao sobre o primeiro

vetor. A formula é assim:
Uy = v — projecao de v em

A projecéo é calculada por:

VU

proj,, (v) = Uuq

Uy - U



Diagonalizacao Ortogonal

» Metodo de Gram-Schmidt :

e v-u; =(1,0)-(1,1)=1
. ul-ulz(l,l)-{l,l}zl—l—l:Z

Entao:

Agora, calcule wus:

. 11 1 1
=m0 = (10~ (3:5) = (5.73)

Agora vocé tem dois vetores perpendiculares:

* U = (151]

B | =

]

)

| =

L] IU"E:(



Diagonalizacao Ortogonal

» Meétodo de Gram-Schmidt: Observacao sobre
Autovetores e Autovalores

> Teorema Espectral:

"Se A é uma matriz real simétrica, entdo seus autovetores correspondentes a autovalores

diferentes sdo automaticamente ortogonais.”

# Quando precisariamos do Gram-Schmidt?

Precisariamos aplicar o método de Gram-Schmidt apenas se tivéssemos mais de um autovetor

associado ao mesmo autovalor, e eles ainda ndo fossem ortogonais entre si.



Diagonalizacao Ortogonal

Exemplo: Encontre uma matriz ortogonal P que
diagonaliza:




Diagonalizacao Ortogonal

Exemplo: Encontre uma matriz ortogonal P que

diagonaliza:

detA\l —A) =det| =2 A—=4 =2 [=(A—=2°A—=8)=0

Assim, os autovalores distintos de A sao A = 2 e A = 8. Pelo método usado no Exemplo 7
da Secao 5.1, pode ser mostrado que

—1 —1
u=| 1| ¢ uy=| 0 (5)
0 1

formam uma base do autoespago associado a A = 2. Aplicando o processo de Gram-
-Schmidt a {u,, u,}, obtemos os autovetores ortonormais seguintes.



Diagonalizacao Ortogonal

Temos dois vetores originais:

I
o

U — 1 e U2z

Nosso objetivo é obter dois vetores ortonormais a partir deles.



Diagonalizacao Ortogonal

# Passo 1: Escolha o primeiro vetor

Pegamos o vetor u; sem alteracdo por enquanto:

™m = U = 1

s Passo 2: Calcule o segundo vetor retirando dele a projecao
no primeiro vetor

O segundo vetor vy sera dado por:
U2 = Uz — pIDjm(uE)
O que e projecao?

E o quanto o vetor us esta na direcdao do vetor vq. A férmula é:

Ua + 1

proj,, (ug) = Uy
v1 - U1



Diagonalizacao Ortogonal

Vamos calcular essa projecao:

1. Produto escalar us - v1:
up - v1 = (—1)(=1) + (0)(1) + (1)(0) = 1
2. Produto escalar vy - vy:
vy v = (—1)2 4+ (1)* + (0)* =2

3. Agora, calculamos a projecéo:

-1
1 2
: 1 i
p['U_]?_..l ('H-Er) — E ]- = i
0
0
Com isso, calculamos agora o vetor ortogonal vs:
1 1
—1 T2 2
vy = uy — proj, (us) = l 0 ] - % — —%
1 0 1



Diagonalizacao Ortogonal

s Passo 3: Ortonormalizar os vetores (tornar comprimento =

1)

Agora, vamos normalizar (dividir cada vetor pelo seu comprimento):

e Paraovetorv; = [—1,1,0]:

il = V/(-1)2 + 12+ 02 = V2

Entdo o primeiro vetor ortonormal é:



Diagonalizacao Ortogonal

e Paraovetorvy = [—

)

, 1]:

[T
b=

SRR

Entdo o sequndo vetor ortonormal é:

S

€2

1

2

) +12 = \/4+ +1_\/2
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Diagonalizacao Ortogonal

» Teorema Espectral:

"Se A é uma matriz real simétrica, entdo seus autovetores correspondentes a autovalores

diferentes sao automaticamente ortogonais.”

# Quando precisariamos do Gram-Schmidt?

Precisariamos aplicar o método de Gram-Schmidt apenas se tivéssemos mais de um autovetor

associado ao mesmo autovalor, e eles ainda nao fossem ortogonais entre si.

we|i]

1]

O autoespaco assoclado a A = 8 tem

como base. Aplicando o processo de Gram-5Schmidt a {u,} (ou seja, normalizando u,),
obtemos




Diagonalizacao Ortogonal

Finalmente, usando v,, v, e v, como vetores coluna, obtemos

P'AP =

4 2 2
2 4 2
2 2 4

S 5

Sl

S S Sl

o o
e Y O



Decomposicao Espectral



Decomposicao Espectral

» Se A for uma matriz simetrica ortogonalmente
diagonalizada por:

P:[ul uz...un]

> esel, A, ..., A, forem os autovalores de A associados
aos vetores unitarios u,, U,, . . ., U,:

A=Auu, +Auu,+---+Auu

n n n

que € denominada uma decomposicdo espectral de A



Decomposicao Espectral

» Exemplo:

A matnz

a=f; 2]

tem autovalores J\, = —3e )13 = 2 com autovetores assoclados

L ool

(verifique). Normalizando esses vetores de base, obtemos

L
== V| e u= 2 =
1 = - 2 2 -
11 | — % 1% |




Decomposicao Espectral

» Exemplo:

de modo que uma decomposicao espectral de A €

|

1 2
2 =2

} =Nuu + Nuul = (=3)

= (-3)

S &=

wh|ta Le|—

 I——
—

Lhl|ds LAk
| —

Sl
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—_

v

+
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o

Lh|ka un| e

Lh=—  Lh|bka




O caso nao diagonalizavel: Teorema de
Shur e Teorema de Hessenberg



Teoremas de Schur e Hessenberg

» Se A for uma matriz que ndo é diagonalizavel ortogonalmente, ainda
pode ser possivel alcancar uma simplificacdo consideravel na forma
de PTAP pela escolha apropriada da matriz ortogonal P.

TEOREMA 72.3 Teorema de Shur

Se A for uma matriz n X n com entradas reais e autovalores reais, entdo existe uma
. T - . . ] .

matriz ortogonal P tal que P AP é uma matriz triangular superior da forma

A, X X X
0 AN, X X

PAP =| 0 0 X\, X (11)
0 0 0 - A\

na qual A, A,, . ... A, sdo os autovalores da matriz A repetidos de acordo com a mul-

tiplicidade.

E comum denotar a matriz triangular superior em (11) por § (de Schur), caso em que
aquela equacdo pode ser reescrita como

A = PSP’ (12)

que €, entdo, denominada uma decomposi¢do de Schur de A.



Teoremas de Schur e Hessenberg

» Se A for uma matriz que ndo é diagonalizavel ortogonalmente, ainda
pode ser possivel alcancar uma simplificacdo consideravel na forma
de PTAP pela escolha apropriada da matriz ortogonal P.

TEOREMA 72.4 Teorema de Hessenberg

Se A for uma matriz n X n com entradas reais, entdo existe uma matriz ortogonal P tal

que P'AP é da forma
(X x - X X X|
X X
. 0 x . X X X
PAP=| . . . e (13)
0 0 --- x x X
00 -+ 0 x x|

E comum denotar a forma de Hessenberg superior em (13) por H (de Hessenberg),
caso em que aquela equacgdo pode ser reescrita como

A = PHP' (14)

que €, entdo, denominada uma decomposicdo de Hessenberg superior de A.



Teoremas de Schur e Hessenberg

Teorema

Schur

Hessenberg

Teorema

Schur

Hessenberg

Para que serve (resumo simples)?

Matriz resultante

Simplificar matrizes complexas e encontrar autovalores facilmente Triangular superior

(teoria e pratica).

Simplificar calculos numéricos e algoritmos rapidos para autovalores. Quase triangular

Procedimento passo-a-passo simples

Autovalores — Autovetores — Matriz unitaria —

Triangular superior

Transformacao ortogonal (Householder) — Zerar

elementos abaixo da primeira subdiagonal

superior

Resultado pratico

Autovalores explicitos na diagonal

Matriz simplificada numericamente

(Forma Hessenberg)



FORMAS QUADRATICAS



FORMAS QUADRATICAS

» EXxpressoes da forma:

a,x, +a,x,+---+a,x

mn Iy

ocorreram no nosso estudo de equacoes e sistemas lineares.
Se a,, a,, ..., &, forem tratados como constantes fixadas,
entéo essa expressao é uma funcéo real das n variaveis Xy, X,,
..., X, denominada forma linear de R".



FORMAS QUADRATICAS

» Agora, estudaremos funcOes reais de varias variaveis
nas quais cada termo € o quadrado de alguma variavel
ou o produto de duas variaveis.

2 2 2 s .
a, x; +a, x; + -+ + a,x, + (todos os termos a, x; x; possiveis nos quais x; # x,)

» Essas funcoes surgem em uma variedade de aplicacoes,
que Incluem as vibracOes de sistemas mecanicos, bem
como a Geometria, a Estatistica e a Engenharia Elétrica.



FORMAS QUADRATICAS

» Agora, estudaremos funcoOes reais de varias variaveis
nas quais cada termo € o quadrado de alguma variavel
ou o produto de duas variaveis.

» Uma forma quadratica arbitraria de R? pode ser escrita
CoOmo:

2 2
a, x, +a,x,+ 2a, x, x,

» Uma forma quadratica arbitraria de R® pode ser escrita
CoOmo:

a. X +a.x+ a.x-+2a x. x. +2a.x x. +2a x.x
1 X1 ) 343 4 X Ao 5 X A3 6 X2 A3



FORMAS QUADRATICAS

> No formato matricial:
2 2
a, x, +a,x,+ 2a, x, x,

ax +a x+ a.x-+2a x x, +2a.x, x, +2a x. x
1 X1 » Ao 343 4 X1 Xo 5 X X3 6 X2 X3

_ TA
[xl X, x3] a, a, ag||x, | =xAx




FORMAS QUADRATICAS

> A matriz A sera simétrica;

» A diagonal principal e formada pelos os coeficientes ©
termos que estao elevado ao quadrado, e suas entrac

0S
as

fora da diagonal sao a metade dos coeficientes d
termos com produto misto:

a, a,||[x
[xl x2]|: : 3] |: 1:| = X AX
a; 4z | |X

a, a, d4s X1
_ TA
[ x, x]|a, a a5||x, | =xAx

as dg 4y

0S



FORMAS QUADRATICAS

» Em geral, se A for uma matriz nxn simétrica e x for o
vetor coluna nx1 das variaveis, entdo dizemos que a
funcao:

Q,(x) = x' AX

e a forma quadratica associada a A. Quando for conveniente,
podemos escrever na notacao de produto como:

X'AX = X - AX = AX - X



FORMAS QUADRATICAS

» No caso em que A for uma matriz diagonal, a forma
quadratica XxTAX ndo tem termos com produto misto; por
exemplo:

=NX N 4+ A

nn

XTAX=[.I1 X, o0 X, ]




FORMAS QUADRATICAS

» Exemplo 1: Expressando formas quadraticas em notacao
matricial

. . - .. T . P
Em cada parte, expresse a forma quadratica em notagao matricial x' Ax, sendo A simétrica.

(a) 2x% + 6xy — 5y (b) x7 + 7x5 — 3x5 + 4x,x, — 2x,x5 + 8x,x,



FORMAS QUADRATICAS

» Exemplo 1: Expressando formas quadraticas em notacao
matricial

. . - .. T . P
Em cada parte, expresse a forma quadratica em notagao matricial x' Ax, sendo A simétrica.

(a) 2x% + 6xy — 5y (b) x7 + 7x5 — 3x5 + 4x,x, — 2x,x5 + 8x,x,

Solucao As entradas diagonais de A sdo os coeficientes dos termos com quadrado, e as
entradas fora da diagonal sdao a metade dos coeficientes dos termos com produto misto,

portanto,

2 3| x
2 2
2x" + 6xy — 5y = [x y]|:3 —5][y]
1 2 —17x
X+ TG =3 F A 2 8n=[x, x, x| 2 7 4||x| <«



FORMAS QUADRATICAS

» EXistem trés tipos de problemas importantes que ocorrem
nas aplicacOes de formas quadraticas.

r gt 2 3 .
Problema 1. Se x Ax for uma forma quadrdtica de R ou R’, que tipo de curva ou su-
s . -~ T ‘
perficie € representada pela equacao X AX = k?



FORMAS QUADRATICAS

» EXistem trés tipos de problemas importantes que ocorrem
nas aplicacOes de formas quadraticas.

T Iy 2 3 :
Problema 1. Se x Ax for uma forma quadrdtica de R ou R’, que tipo de curva ou su-
s . - r
perficie € representada pela equacao X AX = k?

Problema2. Sex Ax for uma forma quadrética de R", que condigdes deve satisfazer A
para garantir que X 'Ax tenha valores positivos com X # 07?



FORMAS QUADRATICAS

» EXistem trés tipos de problemas importantes que ocorrem
nas aplicacOes de formas quadraticas.

T Iy 2 3 :
Problema 1. Se x Ax for uma forma quadrdtica de R ou R’, que tipo de curva ou su-
s . - r
perficie € representada pela equacao X AX = k?

Problema2. Sex Ax for uma forma quadrética de R", que condigdes deve satisfazer A
para garantir que X 'Ax tenha valores positivos com X # 07?

T - syt . ~ s
Problema 3. Se x Ax for uma forma quadratica de R", quais sao seus valores maximo
e minimo se X for condicionado a satisfazer ||x|| = 1?



FORMAS QUADRATICAS

» EXistem trés tipos de problemas importantes que ocorrem
nas aplicacOes de formas quadraticas.

Observacao: Este problema nao sera aprofundado
neste curso, pois envolve técnicas de otimizacdo com

restricoes, geralmente abordadas em disciplinas
especificas de Otimizacao.

T - syt . ~ ,ow
pfoblema 3. Se x Ax for uma forma quadratica de R", quais sio seus valores maxini
e minimo se X for condicionado a satisfazer ||x|| = 1?



FORMAS QUADRATICAS

» Muitas das técnicas para resolver esses problemas tém
por base a simplificacdo da forma quadratica XxTAx obtida
com uma substituicao.

X = Py

que expressa as variaveis x,, X,, . . . , X, em termos das variaveis novas y,, ¥,, . .., y,. S¢ P
for invertivel, entdo (5) é denominada uma mudanca de varidveis, e se P for ortogonal,
dizemos que (5) é uma mudanca de varidveis ortogonal.

o T
Fazendo a mudanca de coordenadas x = Py na forma quadratica X AX, obtemos

X' AX = (Py)'A(Py) =y P'APy = y'(P 'AP)y (6)

B = PTAP (simétrico)



FORMAS QUADRATICAS

» Como a matriz B = PTAP é simétrica, a mudanca de
variaveis produz uma nova forma quadratica y'By nas
variaveis yy, Yo, -y Y.

» Se escolhermos P para diagonalizar A ortogonalmente,
entdo a nova forma quadratica serda y'Dy, onde D € uma
matriz diagonal com os autovalores de A na diagonal
principal!



FORMAS QUADRATICAS

» Se escolhermos P para diagonalizar A ortogonalmente,
entdo a nova forma quadratica serda y'Dy, onde D € uma
matriz diagonal com os autovalores de A na diagonal

principal!
_?H 0 ... 0_ 'y, ]
0 N --- 0 y
XAX=yDy=1[y, », - yl|. 2 . |7
0 0 No | L

=Ny Ny, Ny

Assim, temos o resultado seguinte, denominado feorema dos eixos principais.



FORMAS QUADRATICAS

» Teorema dos eixos principais

TEOREMA 7.3.1 Teorema dos eixos principais

Se A for uma matriz simétrica n X n, entdo existe uma mudanca de varidveis ortogonal
que transforma a forma quadrdtica X'AX na forma quadrdtica yTDy sem termos mistos.
Especificamente, se P diagonaliza A ortogonalmente, entdo a mudanca de varidveis
X = Py transforma a forma quadrdtica X' AX na forma quadrdtica

X'AX = yTDy = A, yf+ 7\2}’3"'""" MJ’E

na qual A, A,, ..., A, sdo os autovalores de A associados aos autovetores que consti-
tuem as colunas sucessivas de P.

A mudanca de variaveis nao altera a imagem de uma forma!



FORMAS QUADRATICAS

» Exemplo 2:

Encontre uma mudanc¢a de varidveis ortogonal que elimine os termos mistos da forma
o 2 2 . - .
quadratica Q = x| — x5 — 4x.x, + 4x,x; e expresse 0 em termos das novas variaveis.



FORMAS QUADRATICAS

» Exemplo 2:

Encontre uma mudanc¢a de varidveis ortogonal que elimine os termos mistos da forma
o 2 2 . - .
quadratica Q = x| — x5 — 4x.x, + 4x,x; e expresse 0 em termos das novas variaveis.

Solucdo A forma quadratica pode ser expressa em notagao matricial por

1 =2 0] [x
Q:xTAX:[xl X, x3] —2 0 2 X,
0 2 —1|]|x




FORMAS QUADRATICAS

» Exemplo 2:

Solucao A forma quadratica pode ser expressa em notagao matricial por

1 =2  0]]x
O=xAx=[x, x, x]|—-2 0 2|]|=x
0 2 —=1]]x

2 A =2 |[=N=9%=A2(0+3)HA=3)=0
0 =2 r+1

de modo que os autovalores sdao A = 0, —3, 3. Deixamos para o leitor mostrar que bases
ortonormais dos (rés autoespacos sao

_g_

=
I
I
L
I
Wb by
=
I
L
i b | pa

Wb e L



FORMAS QUADRATICAS

» Exemplo 2:

Assim, a substituicao x = Py que elimina os termos mistos €

-2 _1

X, 3 3

6n|=|3 -3

X3 2 2

|3 3

Isso produz a nova forma quadratica

0 0
Q :yT(PTAP)y: [yl Y, y3] 0 -3
10 0

na qual nao ha termos mistos. <«

W= W W

Y1
Vs
Y3 _

0 Y2

31 Lys

3y, + 3y,



Formas quadraticas na Geometria



Formas quadraticas na Geometria

» Uma conica, € uma curva obtida cortando-se um cone circular reto
por um plano.

— - » a

%_
-

| |
I | |
I | |
l | |
l I |
l | |
l l | I
| | \

| | \
: | | | .
| | | |
| | | l

Circulo Elipse Parabola Hipérbole



Formas quadraticas na Geometria

» As formas quadraticas em R? surgem naturalmente no estudo de
secOes conicas. Por exemplo, mostra-se em Geometria Analitica
que uma equacao da forma:

ax’ + 2bxy + C_}-’z +dx+ey+f=0 (7)

com a, b e ¢ ndo todos nulos, representa uma secao conica.” Sed = ¢ = 0 em (7), entdo
nao existem termos lineares, € a equacao se reduz a

ax’ + 2bxy + cyz +f=0 (8)

)

conica central ou reduzida




Formas quadraticas na Geometria

ax’ + 2bxy + C_}-’z +dx+ey+f=0 (7)

com a, b e ¢ ndo todos nulos, representa uma secao conica.” Sed = ¢ = 0 em (7), entdo
nao existem termos lineares, € a equacao se reduz a

ax’ + 2bxy + cyz +f=0 (8)

Y-

A existéncia de um termo misto (2bxy) indica que o
o grafico da forma quadratica foi girado em | cenvelgiada

para fora da

torno da Origem’ como na Figura posigdo candnica.



Formas quadraticas na Geometria

» As conica central ou reduzida: incluem os circulos, as elipses e as hipérboles,
mas ndo as parabolas. Alem disso, se b = 0 em (8), ndo ha termos mistos, €
dizemos que a equacao 9 representa uma conica central em posic¢ao canonica.

ax’ + ¢y’ + =0 (9)

AY AY AY LY
B \/
B 8 B
/—\ X z z z
B
a B a [ a3 B «
(¢ =B =0) B=a=0) (a>0,B=0) (@=0,8=0)



Formas quadraticas na Geometria

» Passando a constante f nas Equacoes (8) e (9) para o lado direito e
tomando k = -f podemos reescrever essas equacdes em formato
matricial como

ax’ + ¢y’ + =0 (9)

[ R A S



Formas quadraticas na Geometria

» Passando a constante f nas Equacoes (8) e (9) para o lado direito e
tomando k = -f podemos reescrever essas equacdes em formato
matricial como

ax’ + ¢y’ + =0 (9)

[ R A S

» Os analogos tridimensionais das equacdes em (10) sao:

a d el [x (a 0 0] [x
[x v z]|d b f =k e [x y z]]0O b 0 =k (11)
K f c ||z _0 0 c|lz.

st . - e — 3 - .
Se a, b e ¢ ndo forem todos nulos, entdo os graficos dessas equacdes em R sdo denomi-
nados quddricas centrais, ou reduzidas, e, mais especificamente, o grafico da segunda
equacdo € denominado quddrica central em posicao canonica.



Formas quadraticas na Geometria

» Agora estamos prontos para considerar o primeiro dos trés
problemas apresentados anteriormente:

. r gt 2 3 .

Froblema 1. Se X' Ax for uma forma quadratica de R” ou R”, que tipo de curva ou su®
s . - r

verficie € representada pela equacao x AX = k?

Problema2. Sex Ax for uma forma quadrética de R", que condigdes deve satisfazer A
para garantir que X 'Ax tenha valores positivos com X # 07?

T - syt . ~ s
Problema 3. Se x Ax for uma forma quadratica de R", quais sao seus valores maximo
e minimo se X for condicionado a satisfazer ||x|| = 1?



Formas quadraticas na Geometria

> Se b =0, entdo a conica esta em posicao canonica e se b # 0, ela
esta girada.

A
B
ax’ + cyz +f=0 HCB_D[I -

Y-

ax’ + 2bxy + +r:j,-*2 +f=0

Uma coénica
central girada
para fora da
posicao candnica.



Formas quadraticas na Geometria

> E facil identificar as conicas centrais em posicdo canénica (b = 0)
comparando sua equacdo com uma das equacbOes em forma
canonica. Por exemplo, a equacao:

'

4&/4’ ox” + 16y° — 144 = 0 B

2
X

+ i =1 ) 7
16 9 Xy

pode ser reescrita como

xE y?
T A |
16 " 9

que, por comparacao com a Tabela 1, € a elipse mostrada na Figura 7.3.3.



Formas quadraticas na Geometria

» Se uma conica central for girada para fora de sua posicao canonica (b #
0), podemos identifica-la primeiro girando o0s eixos coordenados para
coloca-la na posicédo canonica e entdo comparando sua equagao com uma
das equacOes em forma candnica da Tabela 1. Para encontrar uma rotacao
que elimine o termo misto da equacéo:

ax’ + 2bxy + ¢y’ =k (13)



Formas quadraticas na Geometria

» Se uma conica central for girada para fora de sua posicao canonica (b #
0), podemos identifica-la primeiro girando 0s eixos coordenados para
coloca-la na posicao canonica e entdo comparando sua equagao com uma
das equacOes em forma canonica da Tabela 1. Para encontrar uma rotacéo
que elimine o termo misto da equacao:

ax’ + 2bxy + ¢y’ = k (13)
€ conveniente expressar a equacao em forma matricial como
X'AX =[x Y] [a b] [x] =k (14)
b c|l|y
e procurar uma mudanca de variaveis
x = Px’

que diagonalize A e tal que det(P) =1. Como no Exemplo 4 da Secdao 7.1 vimos que a
matriz de transicao

cosf® —sent
P= 15
[sent’l COS 9} ()



Formas quadraticas na Geometria

» Nosso problema se reduz a encontrar 6 que diagonalize A:

cosf —sent
P= 15
[sent’! COS B] (15)



Formas quadraticas na Geometria

» Fazendo essa mudanca de variaveis e efetuando a algebra necessaria para
Iguala-la a uma das formas canodnicas da Tabela 1:

A 01fx
¢ T / ] r 1
X ' Dx' =[x y][o ?\g] [}"] =k

onde A, e A, sdo os autovalores de A. A cOnica pode agora ser 1dentificada escrevendo (16)
na forma

y
kIA

(—sen 6, cos H\]i. / ? .2((005 f, sen 0)
- S

\ 0

) |
\rkmg Autovetor unitario de A,

-

Autovetor unitario de A,




Formas quadraticas na Geometria

» Exemplo 4: Identificando uma conica por eliminacdo do termo
misto

<o A ~ 2 2 . . .
(a) Identifique a cOnica de equagao Sx™ — 4xy + 8y~ — 36 = 0 girando os eixos xy até
colocar a conica em posicao candnica.

(b) Encontre o angulo 0 pelo qual foram girados os eixos xy na parte (a).



Formas quadraticas na Geometria

» Exemplo 4: Identificando uma conica por eliminacdo do termo
misto

Solucao (a) A equacao dada pode ser escrita no formato matricial como

X' Ax = 36

onde

O polindmio caracteristico de A é
A—=5 2
2 A—28

‘:()1—4)(,&—9)

portanto, os autovalores sao A = 4 e A = 9. Deixamos para o leitor mostrar que bases
ortonormais dos autoespacos sao

A =4

S &l



Formas quadraticas na Geometria

Assim, A € ortogonalmente diagonalizavel por
2 _ 1
V5 V5
P=11 2
V5 V35

[D] = [P*][A][P]

(18)



Formas quadraticas na Geometria

Assim, A € ortogonalmente diagonalizavel por

21
p=|" ¥ (18)
NG V5

Além disso, por acaso temos det(P) = 1, de modo que sabemos que a substitui¢do x = Px’
executa uma rotacao de eixos. Segue de (16) que a equacao da cOnica no sistema de co-

ordenadas x'y" é
4 0] [x
! r — 36
e v [0 9] I:yr]

Se tivéssemos tido det(P) = —1,
entao trocariamos as colunas
para inverter o sinal.



Formas quadraticas na Geometria

Assim, A € ortogonalmente diagonalizavel por

2 _ 1
p=|¥" 7 (18)
AR

Além disso, por acaso temos det(P) = 1, de modo que sabemos que a substituicdo x = Px’
executa uma rotacao de eixos. Segue de (16) que a equacao da cOnica no sistema de co-

ordenadas x'y" é
4 0] [x
! f — 36
el |:0 9:| [}’r]

x;z 72

4x'* 4+ 9y” =36 ou 5 —I—y =1

que pode ser escrita como

Note que poderiamos usar as seguintes formulas:

\Alxﬂ + )tzy"2 =k




Formas quadraticas na Geometria

Ax 4+ Ny =

a=(;

O polinémio caracteristico de A é
A—5 2
2 A—8

4x'* +9y” =36 ou

5 -2

]

x'?
9

k

4

‘Z()l—ﬁl-)(]t—g)

72
Y
4

=1



Formas quadraticas na Geometria

X;E y;?
4x'* + 9y =36 ou - =1
9 4
Agora vemos da Tabela 1 que a conica € uma elipse cujo eixo tem comprimento 2a = 6
na direcdo x’ e comprimento 23 = 4 na direcao y'.

2=

X ¥ x
B (2'2 BI u_l BI o
=(=0) (B=a=0) (@>0,8=>0) (a>0,8=0)



Formas quadraticas na Geometria

Solucdo (b) Segue de (15) que

2 1

p— V5 V5| |cosf —senf

| L 2| |senf  cos6

V5 V5
o que implica

2 1 sen 6 1
0 = —, 0=—, tgb= = —
(o 7 sen 7 g 5= 7

Assim, § = arctg % ~ 26,6° (Figura 7.3.5). <

Autovetor unitario de A, 4 ¥
4 kI, X

X | 4

\9

p .
\jkfh%mwetor unitario de A,




Formas quadraticas na Geometria

< At ~ 2 2 . . .
(a) Identifique a cdnica de equagao Sx™ — 4xy + 8y~ — 36 = 0 girando os eixos xy até
colocar a conica em posi¢cao candnica.

(b) Encontre o angulo 6 pelo qual foram girados os eixos xy na parte (a).

2 2
ax" + 2bxy + ¢y =k
Note que, se b # 0 poderiamos usar as seguintes formulas:

X2 A v =k cotg29=a_c
X Y = 2b




Formas quadraticas positivas



Formas quadraticas positivas

» EXistem trés tipos de problemas importantes que ocorrem
nas aplicacOes de formas quadraticas.

Problema 1. Se x'Ax for uma forma quadritica de R ou R’, que tipo de curva ou su-
perficie é representada pela equacdo X Ax = k?

roblema 2. Se x Ax for uma forma quadriética de R", que condigdes deve satisfazer A
para garantir que X 'Ax tenha valores positivos com X # (?

T - syt . ~ s
Problema 3. Se x Ax for uma forma quadratica de R", quais sao seus valores maximo
e minimo se X for condicionado a satisfazer ||x|| = 1?



Formas quadraticas positivas

» DefinicOes e Teoremas:

DEFINICAO 1 Dizemos que uma forma quadritica x'Ax é
positiva se x'Ax > () com qualquer x # 0
negativa se x' Ax < 0 com qualquer x # 0

. . T . .
indefinida se X' AX tem valores tanto positivos quanto negativos



Formas quadraticas positivas

» DefinicOes e Teoremas:

DEFINICAO 1 Dizemos que uma forma quadritica x'Ax é
positiva se x'Ax > () com qualquer x # 0
negativa se x' Ax < 0 com qualquer x # 0

. . T . .
indefinida se X' AX tem valores tanto positivos quanto negativos

TEOREMA 7.3.2 Seja A uma matriz simétrica. Valem as afirmacoes.
T - o0 o ~ 5.0

(a) X AX é positiva se, e sO se, todos os autovalores de A sdo positivos.
T s * ra o~ .

(b) x AX é negativa se, e so se, todos os autovalores de A sdo negativos.

T , o . . -, ., .
(¢) X AX é indefinida se, e 56 se, A tem pelo menos um autovalor positivo e pelo me-
nos um autovalor negativo.



Formas quadraticas positivas

» DefinicOes e Teoremas:

TEOREMA 7.3.3 Seja A uma matriz 2 X 2 simétrica. Valem as afirmacaoes.
(a) xX'AX = 1 representa uma elipse se A for positiva.
(b) X'AX = | ndo tem grdfico se A for negativa.

(¢) XAx =1 representa uma hipérbole se A for indefinida.



Formas quadraticas positivas

» DefinicOes e Teoremas:

No Exemplo 3, efetuamos uma rota¢ao para mostrar que a equagao
5x —4xy + 8" —36=0

representa uma elipse com um eixo maior de comprimento 6 e eixo menor de comprimen-
to 4. Essa conclusido também pode ser obtida reescrevendo a equacao na forma

5 .2 1 2.2
3% —oXytgy =1

e mostrando que a matriz associada

oy 5=

tem autovalores A; = % ey = %. Esses autovalores sao positivos, de modo que a ma-
triz A € positiva € a equagao representa uma elipse. Além disso, segue de (21) que os
eixos da elipse tém comprimentos 2/+/A1 = 6 e 2/+/A3 = 4, 0 que € consistente com o
Exemplo 3.



Formas quadraticas positivas

» ldentificando matrizes positivas:

» Uma matriz simétrica A é positiva se, e sO se, o
determinante de cada submatriz principal é positivo.

Primeira submatriz principal

Segunda submatriz principal

Terceira submatriz principal

Quarta submatriz principal = A



Formas quadraticas positivas

> Trabalhando com submatrizes principais
A matriz
2 —1 =3
A=|-—1 2 4
-3 4 9

€ positiva, pois os determinantes

2 —1 =3
2 -1
—3 - 9

sdo todos positivos. Assim, podemos ter certeza de que todos autovalores de A sao positi-
T
voseque X Ax > 0comx #(0. <«



*Otimizacao usando formas quadraticas™



Otimizacao usando formas quadraticas

» EXistem trés tipos de problemas importantes que ocorrem
nas aplicacOes de formas quadraticas.

Problema 1. Se x'Ax for uma forma quadritica de R ou R’, que tipo de curva ou su-
perficie é representada pela equacdo X Ax = k?

Problema2. Sex Ax for uma forma quadrética de R", que condigdes deve satisfazer A
para garantir que X 'Ax tenha valores positivos com X # 07?

- T ~ sos . - s s
roblema 3. Se x Ax for uma forma quadratica de R", quais sao seus valores maximd
e minimo se X for condicionado a satisfazer ||x|| = 1?




Otimizacao usando formas quadraticas

» As formas quadraticas surgem numa Vvariedade de
problemas nos quais se exige encontrar o valor maximo
ou minimo de alguma quantidade.

Problemas de extremos

condicionados
Minimo z Maximo
condicionado condicionado

£

P~ y

.\‘/ Circulo unitario




Otimizacao usando formas quadraticas

» DefinicOes e Teoremas:

TEOREMA 741 Teorema dos extremos condicionados
Seja A uma matriz simétrica n X n cujos autovalores em ordem decrescente de tama-
nho sdoA | = A, = --- = A . Entdo
S T - s . s .
(a) aforma quadrdtica X AX atinge um valor mdximo e um valor minimo no conjunto
de vetores tais que ||x|]| = 1;

(b) ovalor mdaximo atingido na parte (a) ocorre num autovetor unitdrio associado ao
autovalor A |;

(¢) o valor minimo atingido na parte (a) ocorre num autovetor unitdrio associado ao
autovalor A,



Otimizacao usando formas quadraticas

> Encontrando extremos condicionados
Encontre os valores maximo e minimo da forma quadratica
z=5x + 5y + 4xy

. . - - —_ 2 2
sujeita a condicaox™ + y" = 1.
Solucdo A forma quadratica pode ser expressa em notacao matricial por

2
z=5% +5) +4xy=xAx=[x y] |:5 ][x:|
2 5|y

Deixamos para o leitor mostrar que os autovalores de A sao A, = 7e A, = 3 e que os au-

tovetores associados sao
1 —1
N =7 .
=7 |)] n

Normalizando esses autovetores, obtemos

maximo condicionado: z = 7em (x, y) = (

A, =3:
N =T A, =3

(1)

9

Sl -
S -

Assim, os extremos condicionados sao

N
[ ]

N
S —

minimo condicionado: z = 3 em (x, y) = (—

5
5
A



Otimizacao usando formas quadraticas

> Um problema de extremos condicionados

. A . 2 2 .
Queremos inscrever um retangulo na elipse 4x™ + 9y™ = 36, conforme a Figura 7.4.2.
Use métodos de autovalores para encontrar valores ndo negativos de x e y que fornecam o
retangulo inscrito de drea maxima.

AY

AN
N

~~—ULlI| —

Figura74.2 Um
retangulo inscrito na
elipse 4x” + 9y” = 36.



Otimizacao usando formas quadraticas

Solucao A area z do retangulo inscrito € dada por z = 4xy, de modo que o problema ¢

. L o TN -~ 2
maximizar a forma quadratica z = 4xy sujeita a restricdo 4x

+ 9}-‘2 = 36. Nesse problema,

o grafico da equacado restrita € uma elipse em vez de ser o circulo unitario exigido pelo
Teorema 7.4.1, mas 1sso pode ser remediado reescrevendo a restricao como

X2 y\2

—) +(=) =1

3 2
e definindo novas variaveis x, e x, pelas equagoes

x=3x, e y=2y
Isso nos permite reformular o problema como segue:
maximizar 7 = 4xy = 24x,y,

sujeita a restricao

2 2
x, +y, =1

Para resolver esse problema, escrevemos a forma quadratica z = 24x, y, como

0 12]|x
et 2 L]



Otimizacao usando formas quadraticas

Agora deixamos para o leitor mostrar que o maior autovalor de A ¢ A = 12 e que o unico
autovetor associado com entradas nao negativas €

1
X, J2
X = = i
y 1
‘ V2
Assim, a area maxima € z = 12, que ocorre com
3 2
x=3x,=— e y=2y, = — <«

J2



Otimizacao usando formas quadraticas

» Uma maneira atil de visualizar o comportamento de uma
funcao de duas variaveis e considerar as curvas de nivel.

Extremos condicionados e

curvas de nivel
AY

A< X
A 1= AN\
Plano z =k f w v
X5 | —
| . JXTA}{ =k
. - \-—

X Curva de nivel f(x, v) =k
Figura 7.4.3

Figura 7.4.4



Otimizacao usando formas quadraticas

» Usando a hessiana para classificar extremos relativos.

[ Usando a hessiana para classificar extremos relativos

Encontre os pontos criticos da funcao
fx,y) =4x +xy’ —8xy +3

e use os autovalores da matriz hessiana nesses pontos para determinar quais desses pon-
tos, se houver algum, sao maximos relativos, minimos relativos ou pontos de sela.

Solucdo Para encontrar tanto os pontos criticos quanto a matriz hessiana, precisamos
calcular as derivas parciais de primeira e segunda ordem de f. Essas derivadas sao

j;(x,y)zx2+y2—8y, fix,y)=2xy —8x, fx,y)=2y—38
fxx(x’y)=2xa fyy(X,y)=2x

Assim, a matriz hessiana é

o 06 9) Sy (%, Y)i| _|: 2x 2y—8]
2

H(x’y)z[f@,.(x,y) £, [2y-8  2x



Otimizacao usando formas quadraticas

» Usando a hessiana para classificar extremos relativos.

Para encontrar os pontos criticos, igualamos f_ e f a zero. Isso fornece as equagoes
2
f,)=x +y =8y =0 e f(r,y) =2xy—8x=2x(y—4) =0

A resolucao da segunda equacao fornece x = 0 ou y = 4. Substituindo x = 0 na primeira
equacao e resolvendo em y, obtemos y = 0 ou y = §; substituindo y = 4 na primeira equa-
¢ao e resolvendo em x, obtemos x = 4 ou x = —4. Assim, encontramos 0s quatro pontos
criticos

0,0), (0,8), 4, 4), (-4,4)

Calculando a matriz hessiana nesses pontos obtemos

0 -8 0 8
H(0,0) = g O]’ I—I(O,E?»):[8 O]

8 0 -8 0
H(4,4) = 8], H(—4,4)=[ ) _8]




Otimizacao usando formas quadraticas

» Usando a hessiana para classificar extremos relativos.

Ponto critico
(X5 ¥o) A A, Classificacio
(0, 0) 8 —8 Ponto de sela
(0, 8) 8 —8 Ponto de sela
4, 4) 8 8 Minimo relativo
(—4,4) —8 -8 Maximo relativo <




Transformacoes Lineares



Conceitos Importantes

» FuncoOes e transformacoOes: Lembre que uma
funcao é uma regra que associa a cada elemento
de um conjunto A um, e exatamente um, elemento
de um conjunto B. Se f associa o0 elemento b ao

elemento a, entao escrevemos:

f

a ‘/—\.
b=f(a)
Dominio Contradominio

A B



Conceitos Importantes

» Definicao Geral:

DEFINICAO 1 Se Ve W forem espacos vetoriais e se f for uma funcio de dominio Ve
contradominio W, dizemos que f € uma transformacao de V em W, ou uma aplicacdo

de Vem W, que denotamos por

VoW
No caso especial em que V = W, também dizermos que uma transformacao € um ope-
rador de V.

fgl) W




Conceitos Importantes

» Definicao Geral:

FY™ T .

|




Transformacoes Lineares Arbitrarias



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Aplicacoes: Os resultados aqui obtidos tém
aplicacOes importantes na Fisica, na Engenharia e
em varias areas da Matematica.



Transformacoes Lineares Arbitrarias
» Definicoes e terminologia:

DEFINICAO 1 Se T: V — W for uma funcdo de um espaco vetorial V num espago
vetorial W, entdo T € denominada transformacao linear de V em W se as duas proprie-
dades seguintes forem vélidas com quaisquer vetores u e vem V e qualquer escalar k.

(1) T(kv) = kT(v) [Homogeneidade]

(1) T(a + v) = T(a) + T(v) [Aditividade)]

No caso especial em que V = W, a transformacao linear ¢ denominada operador linear
do espaco vetorial V.



Transformacoes Lineares Arbitrarias
» Definicoes e terminologia:

DEFINICAO 1 Se T: V — W for uma funcdo de um espaco vetorial V num espago
vetorial W, entdo T € denominada transformacao linear de V em W se as duas proprie-
dades seguintes forem vélidas com quaisquer vetores u e vem V e qualquer escalar k.

(1) T(kv) = kT(v) [Homogeneidade]
(11) T(u + v) = T(u) + T(v) [Aditividade)]

No caso especial em que V = W, a transformacao linear ¢ denominada operador linear
do espaco vetorial V.

TEOREMA 81.1 Se T :V — W for uma transformacdo linear, entdo
(a) T(0) = 0.
(b) T(u — v) = T(u) — T(v), quaisquer que sejamu e vem'V.



Transformacoes Lineares Arbitrarias
TRANSFORMACAO LINEAR

T(u+v)=T(u)+T(v)

T(kv)=kT(v)

BAUNILHA / |

VETORES VETORES
DE ENTRADA DE SAIDA



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 1: Atransformacao nula.

Sejam V e W dois espagos vetoriais quaisquer. A aplicacao 7: V — Wtal que T(v) = 0,
qualquer que seja o vetor vem V, € a transformacao linear denominada fransformacgao

nula ou zero. Para ver que T € linear, observe que

Tm+v)y =0, Tu)=0, T(v)=0 e Tkv)=20

Portanto,
Tw+v)y=T) +T(v) e T(kv)=kT(v)

T(u)=0 W

T

u-+v




Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 2: O operador identidade: Seja V um
espaco vetorial qualquer. A aplicacao | : V —» V
definida por I(v) v e denominada operador
Identidade de V.

(V) V




Transformacoes Lineares Arbitrarias
» Exemplo 3: Operadores dilatacao e contracao:

Se V for um espaco vetorial e k um escalar qualquer, entdo a aplicacao 7': V — V dada
por 7(x) = kx € um operador linear de V, pois, dados um escalar ¢ e vetoresue vem V
quaisquer, entao

T(cv) = k(cv) = c(kv) = cT(v)
Ta+v)=k(u+v)=ku+kv=Twu)+ T(v)

Dizemos que T € uma contragdo de V de fator k se 0 < k < 1 e uma dilatacao de V de fator

kse k>1 (Figura 8.1.1).
T(X) = kX V

u \ / -ku
V __— — Kv
w / — K%kw

V



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 4: Uma transformacao linear de P, em
P,

Sejap = p(x) =c¢, + ¢, x +---+ ¢, x um polindmio em P, e defina a transformacao
I':P — P por

ntl

T(p) = T(p(x)) = xp(x) = c,x + ¢, YA+ C, X

Essa transformacao € linear, pois, dado qualquer escalar k e quaisquer polindomios p, e p,,
temos

T(kp) = T(kp(x)) = x(kp(x)) = k(xp(x)) = kT(p)

T(p, +p,) =T(p,(x) + p,(x)) = x(p,(x) + p,(x))
=xp,(x) +xp,(x) = T(p,) + T(p,)



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 5: TransformacOes de espacos
matriciais:
Seja M o espaco vetorial das matrizes n X n. Em cada parte, determine se a transforma-

cao € linear.
(a) T, (A)=A" (b) T,(A) = det(A)



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 5: TransformacOes de espacos
matriciais:

Seja M o espaco vetorial das matrizes n X n. Em cada parte, determine se a transforma-
cao € linear.
(a) T, (A)=A" (b) T,(A) = det(A)

Solucao (a) Segue das partes (b) e (d) do Teorema 1.4.8 que

T, (kA) = (kA)' = kA" =kT,(A)
T(A+B)=(A+B)'=A" +B" =T,(A) + T,(B)

de modo que T, € linear.



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 5: TransformacOes de espacos
matriciais:

Seja M o espaco vetorial das matrizes n X n. Em cada parte, determine se a transforma-

cao € linear.

(a) T, (A)=A" (b) T,(A) = det(A)

Solucao (b) Segue da Formula (1) da Se¢ao 2.3 que
T,(kA) = det(kA) = k" det(A) = k'T,(A)

Assim, T, nao € homogénea e, portanto, nao € linear, se n > 1. Observe que a aditividade
também falha, pois mostramos no Exemplo 1 da Sec¢ao 2.3 que det(A + B) e det(A) +
det(B) nao sao iguais em geral.



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 6: TransformacOes de espacos
matriciais:

» Atransformacao de T: M., = R; T([CCl Z]) = det
a bz
([C d]) e linear?

T,(kA) = det(kA) = k" det(A) = K'T,(A)



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 7: Transformacoes de FuncoOes
diferenciaveis:

> A transformacdo de T: f(x) = /°(X); T(f(x)) =
f(x) é linear?



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 8: Transformacoes de FuncoOes
Integravels:

> A transformacdo de J: f(t) = [ At)ds; J(f(t)) =
[ fit)dt é linear? Considere f(t) = t2.



Transformacoes Lineares Arbitrarias

» Exemplo 8: Transformacoes de FuncoOes
Integravels:

> A transformacdo de J: f(t) = [ At)ds; J(f(t)) =
[ fit)dt é linear? Considere f(t) = t2.

. R
J = fz dt = — g
() fﬂ : ]0 3

A transformacao J : V— W ¢ linear, pois, dados qualquer constante k e quaisquer fungoes
fe gem V, as propriedades da integragao garantem que

Jkf) = f kf)dr =k f " fwydt = kI(f)
0 0

I(f +g) = fﬂ (F() + g(1)) di = fﬂ £y di + fo g di = J(f)+T(g) <«



Transformacoes Lineares Arbitrarias e
Vetores da Base



Transformacoes e Vetores da Base
» Teorema:

TEOREMA 8.1.2 Se V — W for uma transformacdo linear, V um espaco vetorial de
dimensdo finita e S = {v,, V,, . .., V } uma base de V, entdo a imagem de qualquer
vetor v em V pode ser escrita como

T(v) = c,T(v)) + c,T(v,) + - - -+ ¢ T(v,) (3)

em que ¢y, ¢,, . . ., C, S4o os coeficientes que expressam v como uma combinagdo linear

dos vetores em S.

1(v) = c,T(v)) + c,T(v,) + - -+ ¢ T(v,)

V S




Bases e Dimensao

DEFINICAO 1 Se V for um espago vetorial qualquere S = {v,, v,, ..., Vv, } for um
conjunto finito de vetores em V, dizemos que S € uma base de V se valerem as duas
condigdes a seguir.

(a) S é linearmente independente.
(b) SgeralV.

ViV, ...V,




Bases e Dimensao

DEFINICAO2 SeS = {v,,V,,...,v, } for umabase de um espago vetorial V e se

V=c¢V, teV, - +cv

n n

€ a expressao de um vetor v em termos da base S, entao os escalares ¢, ¢,, . . ., ¢, a0
[

denominados coordenadas de v em rela¢ao a base S. O vetor (¢, ¢, . .., c,) em R
construido com essas coordenadas € denominado vetor de coordenadas de v em rela-

¢do a S e € denotado por

(v)j - (Cls CQ& .y C”) (6)

S

ViV, ...V,




Transformacoes e Vetores da Base

» Exemplo 1: Calculando com imagens de vetores
de base:

Considere a base S = {v,, v, v,} de R’ com
v, =(1,1,1), v,=(1,1,0), v,=(1,0,0)
Seja T: R’ — R’ a transformacio linear tal que
T(v,) = (1,0), T(v,) =(2,—1), T(vy)=4,3)

Encontre uma formula para 7(x,, x,, x,) € use essa formula para calcular 7(2, —3, 5).



Transformacoes e Vetores da Base
» Exemplo 1:

» Para solucionar o problema precisamos primeiro
encontrar as coordenadas c,, C, e C; que gera 0 R
(X1, X5 € X3).

» Note que nao precisamos confirmar que S é uma
base pois o enunciado ja afirma isso!



Transformacoes e Vetores da Base

Solucdo Inicialmente precisamos escrever X = (x,, X,, X;) como uma combinacdo linear
de v,, v, e v,. Escrevendo

(X, Xy, X3) = ¢, (1, 1, 1) + ¢,(1, 1, 0) + ¢4(1, 0, 0)
e equacionando componentes correspondentes, obtemos
¢, +c =X,
C, = X3
que dd ¢, = x5, ¢, = X, — X3, ¢; = X; — X,, portanto,

(x]sxgax}},) — 'x3(1'.~ l: 1) + (xz _x3)(ls- 150) _I_ (xl _xz)(ls Os 0)
=XV, + (X, —x3)V, + (x; — x,)V,



Transformacoes e Vetores da Base

Assim,
T(xy, %y, %) =x,T(vy) + (x, — x3)T(v,) + (x; — x,)T(v,)
=x;(1,0) + (r, —x3) (2, =1) + (%, —x,)(4,3)
= (4x;, — 2x, — x;3,3x;, —4x, + x3)
A partir dessa formula, obtemos

T2, —3,5) = (9, 23)



Nucleo e imagem de uma transformacao



Nucleo e imagem de uma transformacao

DEFINICAO 2 Seja T': V — W uma transformacao linear. O conjunto dos vetores em
V que T transforma em 0 € denominado niicleo de T e € denotado por Nuc(7). O con-
junto de todos os vetores em W que sdao imagem por 7" de pelo menos um vetor em V é
denominado imagem de T e € denotado por Im(7T).



Nucleo e imagem de uma transformacao

DEFINICAO 2 Seja T': V — W uma transformacao linear. O conjunto dos vetores em
V que T transforma em 0 € denominado niicleo de T e € denotado por Nuc(7). O con-

junto de todos os vetores em W que sdao imagem por 7" de pelo menos um vetor em V é
denominado imagem de T e € denotado por Im(7).

DEFINICAO 3 Seja T: V — W uma transformacio linear. Se a imagem de T tiver
dimensao finita, dizemos que sua dimensao € o posto de T, e se o nucleo de T tiver
dimensao finita, dizemos que sua dimensao € a nulidade de T. O posto de T € denotado

por pos(7T) e a nulidade por nul(T).

TEOREMA 8.1.4 Teorema da dimensao para transformacoes lineares
Se T : V= W for uma transformacdo linear de um espaco vetorial V de dimensdo n

num espaco vetorial W, entdo

pos(T) + nul(T) = n (7)



Nucleo e imagem de uma transformacao

DEFINICAO 2 Seja T': V — W uma transformacio linear. O conjunto dos vetores em
V que T transforma em 0 € denominado niicleo de T e € denotado por Nuc(7). O con-

junto de todos os vetores em W que sdao imagem por 7" de pelo menos um vetor em V é
denominado imagem de T e € denotado por Im(7).

DEFINICAO 3 Seja T: V — W uma transformacio linear. Se a imagem de T tiver
dimensao finita, dizemos que sua dimensao € o posto de T, e se o nucleo de T tiver
dimensao finita, dizemos que sua dimensao € a nulidade de T. O posto de T € denotado

por pos(7T) e a nulidade por nul(T).
—

Dimenséo € o numero de vetores na)

Base




Nucleo e imagem de uma transformacao

DEFINICAO 2 Seja T': V — W uma transformacio linear. O conjunto dos vetores em
V que T transforma em 0 € denominado niicleo de T e € denotado por Nuc(7). O con-
junto de todos os vetores em W que sdao imagem por 7" de pelo menos um vetor em V é
denominado imagem de T e € denotado por Im(7T).

Nuc(T) Im(T)

(ulb 0,0, ...,
ViV, .. Wy, W, ...

V



Nucleo e imagem de uma transformacao

DEFINICAO 2 Seja T': V — W uma transformacao linear. O conjunto dos vetores em
V que T transforma em 0 € denominado niicleo de T e € denotado por Nuc(7). O con-
junto de todos os vetores em W que sdao imagem por 7" de pelo menos um vetor em V é
denominado imagem de T e € denotado por Im(7T).

{O Pensando como uma maquina:

Imagina que 1" é uma maquina que transforma vetores.

O nucleo € o grupo dos vetores que, ao entrar na maquina, saem como (0, 0).

Imagine que T é uma maquina de transformar vetores. Vocé coloca um vetor
(,y) na entrada e ela te dd um novo vetor na saida. A imagem é o conjunto de

todas as saidas possiveis que essa maquina pode produzir.



Nucleo e imagem de uma transformacao

TRANSFORMACAO LINEAR
COMO CAFETEIRA

VETORES
DE ENTRADA

eiviv

Seveker T—-0
T(v)=0

VETORES DE
ENTRADA

“ker T--
graos retidos
- descartados

ImT
café extraido
- aproveitado

VETORES
DE SAIDA

> @

Seve dominio\ kerT
=>Tv)elmT

VETORES
SAIDA



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 1:

Seja T: R> — R’ o operador linear dado pela férmula
I'x,y) = (2x —y, —8x + 4y)

Em cada caso, decida se o vetor esta em Im(7).

(@) (1, —4) (b) (5,0) (c) (—3,12)
Seja T: R> — R’ o operador linear do Exercicio 14. Em cada
caso, decida se o vetor esta em Nuc(7).

(@) (5,10) (b) (3,2) (c) (1, 1)



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 1:

Seja T: R* — R’ o operador linear dado pela férmula
T(x,y) = (2x —y, —8x + 4y)

Em cada caso, decida se o vetor esta em Im(7).
(@) (1, —4) (b) (5,0) (c) (—3,12)

2r—y=1
—8&r + 4y = —4
Multiplicando a primeira equacao por 4:

8z — dy = 4
T —~0=0
—8xr + 4y = —4

Esta na imagem.



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 1:

Seja T: R* — R’ o operador linear dado pela férmula
T(x,y) = (2x —y, —8x + 4y)

Em cada caso, decida se o vetor esta em Im(7).
(@) (1,—4) (b) (5,0) (c) (—3,12)

2r —y =29
=8 —4dy=0=2r —y=10
—8x + 4y =0

Comparando com 2x — y = 5, temos contradicéo.

¥ Nio esta na imagem.



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 1:

Seja T: R* — R’ o operador linear dado pela férmula
T(x,y) = (2x —y, —8x + 4y)

Em cada caso, decida se o vetor esta em Im(7).
(@) (1,—4) (b) (5,0) (c) (—3,12)

20 — Yy = —
tY ) =8z —4dy=-12=2z —y= -3
—8x + 4y = 12

Sistemas sao compativeis.

Esta na imagem.



Nucleo e imagem de uma transformacao

» Exemplo 1:

. 2 2 . s
Seja T: R” — R o operador linear do Exercicio 14. Em cada
caso, decida se o vetor esta em Nuc(7).

(@) (5,10) (b) (3,2) (c) (1, 1)

Parte 2 — Verificar se o vetor esta no nucleo de 1, isto é, se
T(:E! y) — (Ua 0)

Sistema:

2¢ — y =
Bx +4y =10



Nucleo e imagem de uma transformacao

» Exemplo 1:

. 2 2 . s
Seja T: R” — R o operador linear do Exercicio 14. Em cada
caso, decida se o vetor esta em Nuc(7).

(@) (5,10) (b) (3,2) (c) d,1)
{a](5,lU):y:2:E?—~10:2-5 {b)(3,2):2-3:ﬁ#2x
Esta no nucleo. ¥ Nao esta no nucleo.

(©(1,1):2-1=2#1%

9 Nao esta no nucleo.



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 2:

Seja T': P, — P, a transformacao linear definida por

T(p(x)) = xp(x). Em cada caso, decida se o vetor estd em
Nuc(7).

(a) x° (b) 0 c) 1+ x

Seja T': P, = P, a transformacao linear do Exercicio 18. Em
cada caso, decida se o vetor esta em Im(7).

(a) x + x° (b) 1+ x c) 3—x



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 2:

Seja T': P, — P, a transformacao linear definida por
T(p(x)) = xp(x). Em cada caso, decida se o vetor estd em
Nuc(7).

(a) x° (b) 0 c) 1+ x

Se p(m) = ap + a1 + {Irgilfz c P5, entéo:

T(p(z)) = z - p(z) = apz + ar1z* + axx”

E isso estd em P’3, ou seja, no espaco dos polindmios de grau até 3.



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 2:

Seja T': P, — P, a transformacao linear definida por
T(p(x)) = xp(x). Em cada caso, decida se o vetor estd em
Nuc(7).

(a) x° (b) 0 c) 1+ x

(a) % ¥
(b) O:
)1+ x: K



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 2:

Seja T': P, = P, a transformacao linear do Exercicio 18. Em
cada caso, decida se o vetor esta em Im(7).

(a) x + x° (b) 1+ x c) 3—x

(a) & + xr?: esta na imagem (termo constante é 0)
(b) 1 + 2: ¥ ndo estd (tem termo constante)

(©) 3 — T ¥ nado estad (tem termo constante)



Nucleo e imagem de uma transformacao

» Exemplo 3:

Seja a transformacgo linear T : R? — R?, definida por:
- - 1 2
T(Z) = AZ, onde A = !2 4]

» Encontre o nucleo, a imagem e determine as
bases do nucleo e da imagem e depois diga qual
0 posto e a nulidade.



Nucleo e imagem de uma transformacao

» Exemplo 3:
» 1. Nucleo Nuc(T)

Fazendo a multiplicagao:
r+2y=0
2¢ +4y =10

Mas perceba: a sequnda equacao € igual a primeira multiplicada por 2 — entdo e

redundante.



Nucleo e imagem de uma transformacao

» Exemplo 3:
» 1. Nucleo Nuc(T)

Vamos resolver so a primeira:

Solucao geral:

Base do Nucleo /



Nucleo e imagem de uma transformacao
» Exemplo 3:

» 2. Imagem Im(T)

A imagem é o espaco gerado pelas colunas da matriz A:

1 2
Colunas: [2] , L]

Mas perceba:

4

Entdo a imagem € gerada apenas por uma delaﬁ

Base da Imagem

[2] —2- [;J,:} as colunas sao **dependentes™*




Nucleo e imagem de uma transformacao

» Exemplo 3:
> 3. Posto e Nulidade

* Posto = dimensado da imagem = numero de vetores na base da imagem =| 1

e Nulidade = dimensao do nucleo = nimero de vetores na base do nucleo =| 1




Transformacoes Lineares: Injetora,
Sobrejetora e Bijetora



Injetora e Sobrejetora

DEFINICAO 1 Se T: V — W for uma transformacio linear de um espaco vetorial V
num espaco vetorial W, dizemos que 7' € uma transformacio injetora se T transformar
vetores distintos de V em vetores distintos de W.

! W
" >0
. »o O
* -0
- >0 ©
- -

Injetora. Vetores distintos
em V tém imagens
distintas em W.



Injetora e Sobrejetora

DEFINICAO 2 Se T: V — W for uma transformacio linear de um espaco vetorial V
num espaco vetorial W, dizemos que T € uma transformacio sobrejetora ou, simples-
mente, sobre W, se qualquer vetor em W for a imagem de pelo menos um vetor em V.

V W

* ol

Mao injetora. Existem
vetores distintos em V
COm a mesma imagem.



Bijetora

DEFINICAO 1 Se T: V — W for uma transformacio linear de um espaco vetorial V
num espaco vetorial W, dizemos que 7' € uma transformacio injetora se T transformar
vetores distintos de V em vetores distintos de W.

b W
. >0
- 8
. >0
» >0
L Ll

Injetora. Vetores distintos
em V tém imagens
distintas em W.



Injetora e Sobrejetora

» O proximo teorema fornece uma maneira util de
dizer se uma dada transformacao linear é injetora
a partir de seu nucleo:

TEOREMA 8.2.2 Se V for um espaco vetorial de dimensdo finita e T : V — V for um
operador linear, as afirmagdes seguintes sao equivalentes.

(a) T é injetor.
(b) Nuc(T) = {0}.

(c¢) T é sobrejetor, ou seja, Im(T) = V.



Injetora e Sobrejetora

A transformacoes lineares T, : P, — R'e T,:M,, — R* definidas por

T, (a+bx +cx’ +dx’ ) = (a,b,c,d)

Tz([‘: z]) = (a,b,c,d)

sao injetoras e sobre (verifique 1sso mostrando que seus niicleos contém apenas o vetor nulo).



*Composicoes e transformacoes lineares™



Composicoes e transformacoes lineares

DEFINICAO1 SeT,:U— VeT,: V— Wforem transformacdes lineares, entio a
composicdo de T, com T, denotada por T, o T (que lemos T, bola T,7) € a aplicacio
definmda pela formula

(T,0T))(u) = T,(1(m)) (1)
em que u € um vetor em [V,
I,eT,
-*_d___________—___‘%h__
N
u T(u) (7 (u))

U V W



Composicoes e transformacoes lineares

TEOREMA 831 SeT,:U—VeT,:V— Wjforem transformacades lineares, entdo
(I50T)): U— Witambém é uma transformacdo linear.



Composicoes e transformacoes lineares

> Composicao de transformacoes lineares
Sejam T, : P, — P,e T, : P, — P,as transformacoes lincares dadas pelas formulas
T,(p(x)) = xp(x) e Ty(p(x)) = p2x + 4)
Entao a composigio (7,0 T,) : P, — P, ¢ dada pela formula
(T,0T))(p(x)) = T(T,(p(x))) = Ty(xp(x)) = (2x + 4)p(2x + 4)
Em particular, se p(x) = ¢, + c¢x, entdao
(T,oT))(px))=(T,0T)(c, +c,x) = 2x +4)(c, + ¢, (2x + 4))
=cy(2x +4) +¢,2x +4)°



Matrizes de transformacoes lineares
arbitrarias



Matrizes de transformacoes lineares

» Uma transformacao linear de um espaco de
dimensao n para um de dimensdo m pode ser
representada por uma multiplicacao de matriz de
Rn em Rm.

> Isso e util em calculos computacionais, ja que
computadores lidam muito bem com matrizes.



Matrizes de transformacoes lineares

» NO0sso objetivo e encontrar uma matriz A de
tamanho m x n tal que a multiplicacao por A
transforma o vetor [X],.e NO Vvetor [T(X)],.se
qualquer gque seja o vetor vem V.

Um vetor X 1(x) Um vetor
em V em W
(de dimenséo n) (de dimensao m)

Um vetor Um vetor
em R’ [x], [T(x)], em R"



Matrizes de transformacoes lineares

Encontrando T(x) indiretamente

Passo 1. Calcule o vetor de coordenadas [X],.

Passo 2. Multiplique [x], & esquerda por A para obter [T(X)],. .

Passo 3. Reconstrua T(x) a partir de seu vetor de coordenadas [T(x)], .

T transforma

Vem W
X T o) . L.HI_|CU|CI T(x)
direto
i Lo >
- Multiplicagio por A
e A Tk [x], o T,

A multiplicacio
por A transforma
R em R"

(a) (b)



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 1: Dado o operador linear T: R = R?,
T(Xx,y) =(x+Vy, X-Y), determine:

» A matriz [T]g, que representa T na base B = {(1,
2)1 (01 -1)}

» O vetor T(v)g utilizando [T]g, Sabendo que v = (4,
2).



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 1: Dado o operador linear T: R2 =» R?, T(x, y) = (X +,
X - y), determine:

» A matriz [T]g, que representa T na base B = {(1, 2), (0, -1)}

Passo 1: Aplicar T aos vetores da base:
T(1,2)=(x+y,x-y)=(1+2,1-2)=(3,-1)

T(0,-1)=(x+y,x-y)=(0-1,0+1)=(-1,1)



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 1: Dado o operador linear T: R2 =» R?, T(x, y) = (X +,
X - y), determine:

Passo 2: Escrever cada imagem como combinacao linear
dos vetores da base:

Queremos encontrar escalares a e b tais que:

(3, 1) = a(1,2) + b(0, —1)
e depois para:

(~1,1) = d'(1,2) + b'(0, —1)

Vamos resolver um pPor um.



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 2: Escrever cada imagem como combinacao linear

dos vetores da base:
Resolver para (3, —1)

Escrevemos:
a(1,2) + b(0, —1) = (a,2a) + (0, —b) = (a,2a — b)
lgualando:
(@,2a —b) = (3,-1)

Isso gera o sistema:

Substituindo a — 3 na segunda equacéo:
23)-b=-1 = 6-b=-1 = b=T

Entao:



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 2: Escrever cada imagem como combinacao linear

dos vetores da base:
Resolver para (—1, 1)

Agora para o segundo vetor:

a'(1,2) + ¥'(0, 1) = (a’,2a") + (0, -b) = (a’,2a" — V)

Igualando:
(a',2a' =) = (—1,1)
Sistema:
a — —1
{2&’ ~-b =1
Substituindo @’ = —1 na segunda equacéo:
2(-1)-b =1 = -2-b=1 = b=-3

Entao:



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 3: Montar a matriz [T]:

Agora, organizamos:
* Primeira coluna: (3, 7) (coeficientes de (1,2) e (0, —1) para (3, —1))
* Segunda coluna: (—1, —3) (coeficientes de (1,2) e (0, —1) para (—1,1))

Assim:

o 3 —1
flp = {? _3]



Matrizes de transformacoes lineares

» O vetor T(v)g utilizando [T]g, Sabendo que v = (4,

2).

Primeiro, precisamos expressar v nas coordenadas da base B!

A base B é

B —{(1,2),(0,~1)}
Entdo queremos encontrar escalares «x e 3 tais que:

v — «(l,2) + 8(0,-1)
Ou seja:

(4,2) = (a,2a) + (0, —8) = (o, 2a — 3)

Isso gera o sistema:

a—4
20 — 3 = 2



Matrizes de transformacoes lineares

» O vetor f(v)g utilizando Tz, Sabendo que v = (4, 2).

Substituindo «« = 4 na segunda equacéo:

Entao:

* Coordenadas de v na base B: (4,6).



Matrizes de transformacoes lineares

» O vetor f(v)g utilizando Tz, Sabendo que v = (4, 2).

Multiplicamos a matriz [f] 3 pelo vetor (4, 6):

e x g =[5 23] < [3

Fazendo o produto:

s  Primeira linha:
(3)(4) + (—1)(6) =12 -6 =6
s Segunda linha:
(7)(4) + (—3)(6) = 28 — 18 = 10

Entao:

£(v)s = Lhn]



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 2: Dada a transformacdo T: R® = R?,
T(X,y,2) =(2x +y -z, X+ 2y) e as Bases:

A={(1,0,0), (2, -1,0),(0,1,1)} nodominio (R3)
B ={(-1, 1), (0, 1)} no dominio (R?)

» Determine a matriz [T]g, nas Bases A e B.



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 2: Dada a transformacdo T: R® =» R3, T(X,y,2) = (2x +y
-Z, X + 2y) e as Bases:

Passo 1: Aplicar T a cada vetor da Base A:

« Para(1,0,0):

T(1,0,0) = (2(1) +0—0, 1+ 2(0)) = (2,1)
e Para(2,—1,0):
T(2,-1,0) = (2(2) + (1) — 0, 2+ 2(-1)) = (4 — 1,2 — 2) = (3,0)
« Para(0,1,1):

T(0,1,1) = (2(0) +1—1, 0+ 2(1)) = (0,2)



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 2: Dada a transformacdo T: R® =» R3, T(X,y,2) = (2x +y
-Z, X + 2y) e as Bases:

Passo 2: Escrever cada vetor obtido como combinacao
linear dos vetores da base B:

Base B &
B —{(-1,1),(0,1)}
Ent3do para um vetor [u, b}, queremos encontrar escalares «x e 3 tais que:
(a,b) = a(—1,1) + 5(0,1)
ou seja:

(a,b) = (—e,x + 3)



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 2: Escrever cada vetor obtido como combinacao
linear dos vetores da base B:

(—a, a0+ 8) = (2,1)

Sistema:

Da primeira equagio:

Substituindo na segunda:
—24+48=1 = =3

Entao:

* Coordenadas de T'(1,0,0) em B: (-2, 3)



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 2: Escrever cada vetor obtido como combinacao
linear dos vetores da base B:

(—ex,x + B) = (3,0)

Sistema:

Da primeira equagao:

Substituindo na segunda;

Entao:

» Coordenadasde T(2, —1,0) em B: (—3,3)



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 2: Escrever cada vetor obtido como combinacao
linear dos vetores da base B:

Sistema:

—a = ()
{fl + 5 =2
Da primeira equagao:
cx = ()
Substituindo na segunda:
0+8=2 = p[g=2

Entao:

» Coordenadas de T'(0,1,1) em B: (0, 2)



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 2: Dada a transformacdo T: R® =» R3, T(X,y,2) = (2x +y
-Z, X + 2y) e as Bases:

Passo 3: Montar a matriz [T]:

Cada coluna da matriz sera formada pelas coordenadas que encontramos:
* Primeira coluna: (—2,3)
* Segunda coluna: (—3, 3)

« Terceira coluna: (0, 2)

Assim:



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 3: Dado o operador linear f: R> =» R?, representado na
base canodnica pela matriz A, determine os vetores vy, V,, € V;: tals
que f(vy) = vy, f(v,) = 2v, e f(v3) = (4, 4).

A:[—11 2]



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 3: Dado o operador linear f: R? =» R?, representado na base canénica
pela matriz A, determine os vetores vy, V,, € Vg tais que f(v,) = vy, f(v,) = 2v, e

f(vs) = (4, 4).
Dado:
fam =4t a=|1 3
Queremos:
1. f(v1) =0
2. f(vg) = 2v9

3. f(vs) = (4,4)



Matrizes de transformacoes lineares

» Exemplo 3: Dado o operador linear f: R? =» R?, representado na base canénica
pela matriz A, determine os vetores vy, V,, € Vg tais que f(v,) = vy, f(v,) = 2v, e
f(vs) = (4, 4).

Ou seja:

Primeira equacao:

Entao:



Matrizes de transformacoes lineares

@ Resolver f(v2) = 2v;

Sistema:
Y Y
Ou seja:
r+ 3y = 2z
—r + 5y = 2y

Primeira equacao:
r+3y=2zr = 3Jy—=z = =3y
Segunda equacdo substituindo x — 3y:
—(3y)+d5y=2y = By+dy=2y = 2y=2
Verdade para qualquer y.

Entdo os vetores v9 tém a forma:
va = (3y,y)
Por exemplo, podemos escolher:

y=1 = v —=1(3,1)



Matrizes de transformacoes lineares

Ou seja:

Primeira equacgdo:

x—4— 3y



Matrizes de transformacoes lineares

Substituindo na sequnda:
—(4—-3y)+5y—=4
—4 4+ 3y+5y—4
By — 8
y—1
Substituindo de volta:
r=4-3(1)=1
Entao:

gy = {]., ]_}



Matrizes de transformacoes lineares

> Operador linear de P,
Seja T: P, — P, o operador linear definido por

T(p(x)) = p(3x — 5)
isto &, T(c, + ¢, x + ¢, x°) = ¢, + ¢,(3x — 5) + ¢,(3x — 5)°.
(a) Encontre [T |, em relagao a base B = {1, x, f}.

(b) Use o procedimento indireto para calcular 7(1 + 2x + 3x0).

(¢) Confira o resultado em (b) calculando diretamente 7(1 + 2x + 3x°).



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 1: Escreva T e identifigue os elementos em relacao a
cada elemento da base

I(c, + ¢, x + ¢, X)) = ¢y T ¢,(3x —35) + ¢,(3x — 5)°.

Ty |
1 X x4

Queremos descobrir como o operador 1" transforma cada vetor da base B.

Lembre-se:

O operador T' pega o polindmio e substitui & por 3= — 5.

o
“-__-r’

Ou seja, sempre que vocé ver um & no polinémio, troca por (3x

Vamos fazer isso um por um:



Matrizes de transformacoes lineares

I(¢c, + ¢, x + ¢, X)) = Cy T c.'1£><5} + ¢,(3 5)°.

Solucédo (a) Pelaformula de 7,

(=1, Tx)=3x-5 Tx)=Bx-5)"=9x —30x +25

Coordenadas:
» 1 aparece: coeficiente = 1
* x aparece? Nao — coeficiente = ()

o 2 aparece? Nao — coeficiente = ()

Assim, as coordenadas de T'(1) na base B sao:

(1,0,0)



Matrizes de transformacoes lineares

I(¢c, + ¢, x + ¢, xi% c,(3x —5) + {_'2%3.

Solucédo (a) Pelaformula de 7,
(=1, Tx)=3x-5 Tx)=0Bx-5)"=9x —30x +25

Coordenadas:
e Constante (1): —5
e Termo linear (z): 3

» Termo quadratico (x%): 0

Assim, as coordenadas de T(:L) na base B sao:

(—5,3,0)



Matrizes de transformacoes lineares

I(¢c, + ¢, x + ¢, x:% c,(3 5) + ¢,(3x — 5)°.

Solucédo (a) Pelaformula de 7,
(=1, Tx)=3x-5 Tx)=0Bx-5)"=9x —30x +25

Coordenadas:
» Constante (1): 25
* Termo linear (z);: —30

» Termo quadratico (z%): 9

Assim, as coordenadas de T(:’Ez) na base B sao:

(25, 30, 9)



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 2: Escreva a Matriz [T]g

1 -5 25
[T, = (0, [TW], = 3|, [T, =[-30
0 0 9
Assim,
1 —5 25

[T1,=(0 3 =30




Matrizes de transformacoes lineares

Solucéao (b)

Passo 1. O vetor de coordenadas de p = 1 + 2x + 3x” em relacao abase B = {1, x, x)

pl; = (2




Matrizes de transformacoes lineares

Passo 2. Multiplicando [p], pela matriz [T], encontrada na parte (a), obtemos

1 =5 25||1 66
[T1,[pl, =10 3 =30|(2|=|-84[=[T(p)],
0 0 93| | 27

Passo 3. Reconstruindo 7T(p) = T(1 + 2x + 3x) a partir de [7(p)],, obtemos
T(1 + 2x + 3x°) = 66 — 84x + 27x°

Solucéo (¢) Calculando diretamente,

T(1 +2x +3x*) =14+203x —5) +3(3x — 5)°
=146x—10+27x* —90x + 75
= 66 — 84x + 27x?

de acordo com o resultado em (b). <



Matrizes de transformacoes lineares

> A matriz de uma transformacao linear

Seja T: P, — P, a transformacao linear definida por
I(p(x)) = xp(x)
Encontre a matriz de T em relacido as bases canOnicas
B={u.,u} e B={v,v,V,]

em que

Considere a transformacao linear 7': P, — P, do Exemplo 1 e use o procedimento de trés
passos descrito na figura seguinte para calcular

T(a + bx) = x(a + bx) = ax + bx’



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 1: Escreva T e identifigue os elementos em relacao a
cada elemento da base

T(a + bx) = x(a + bx)
\ Y

1 X



Matrizes de transformacoes lineares

Passo 1: Escreva T e identifigue os elementos em relacao a
cada elemento da base

T(a + bx) = x(a —D%(
\
1

T(u) =T7T(1) = (x)(1) = x

[T(u)]p =([1],




Matrizes de transformacoes lineares

Passo 1: Escreva T e identifigue os elementos em relacao a
cada elemento da base

T(a + bx) = M bx)
\

X
T(u,) = T(x) = (x)(x) = x*

[T(,)], =

_—0 O




Matrizes de transformacoes lineares

Passo 2: Escreva a Matriz [T]g

0 0
[T(“])]B' = | 1 ! [T(“g)]ﬂr = [0

Assim, a matrizde Tem relacioaBe B' é

0 0O
[T1y,s = [[T(u)], | [T@)],]=|1 0
0 1




Matrizes de transformacoes lineares

Passo 1. O vetor de coordenadas de x = a + bx em relacdo a base B = {1, x} é

a
o[}

Passo 2. Multiplicando [x], pela matriz [7], , encontrada no Exemplo 1, obtemos

(0 0] ) 0
[Ty slx], =1 0 M: al|=[Tx)],
0 1 b

Passo 3. Reconstruindo 7(x) = T(a + bx) a partir de [7(x)],., obtemos

Ta+ bx)=0+ ax + bx* = ax + bx’



Matrizes de transformacoes lineares

» A matriz de um operador linear T: V — V depende da base
selecionada para V. Um dos problemas fundamentais da Algebra
Linear é escolher uma base de V que torne a matriz de T téo
simples quanto possivel, digamos, por exemplo, uma matriz
diagonal ou triangular.

Um dos principais temas em textos mais avancados de Algebra
Linear ¢ o de determinar a forma “mais simples possivel”
(Semelhantes);

As vezes, é possivel obter uma matriz diagonal; outras vezes,
devemos nos contentar com uma matriz triangular ou de alguma
outra forma (esse assunto nao sera abordado nesse curso).
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