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Revisão de conceitos*



Espaços Vetoriais 
Euclidianos:

MATRIZES ORTOGONAIS



Matriz Ortogonal

➢Matrizes Ortogonais: é a classe das matrizes

cujas inversas podem ser obtidas por

transposição.



Matriz Ortogonal



Matriz Ortogonal

➢ Exemplo 2: Dada a matriz canônica da rotação anti-

horária de R2 por um ângulo:



Matriz Ortogonal

➢ Quando falamos que uma matriz é ortogonal,

significa que suas linhas e colunas têm duas

características importantes:



Matriz Ortogonal

➢ Exemplo:



Matriz Ortogonal

➢ Exemplo:



Matriz Ortogonal

➢ Propriedades fundamentais de matrizes

ortogonais:



Matriz Ortogonal

➢ Equações de rotação de R2:



Matriz Ortogonal

➢ Equações de rotação de R2:



Matriz Ortogonal

➢ Equações de rotação de R3:



Espaços Vetoriais 
Euclidianos:

Diagonalização Ortogonal



Diagonalização Ortogonal

➢ Uma matriz A, simétrica, é Ortogonalmente

Diagonalizável.



Diagonalização Ortogonal

➢ Se a matriz for simétrica, teremos:

[D] = [Pt][A][P]

sendo [P] a matriz cujas colunas são os

autovetores ortonormais (processo de

Gram-Schmidt) da matriz [A].



Diagonalização Ortogonal

➢ Se a matriz for simétrica, teremos:

[D] = [Pt][A][P]

o método de Gram-Schmidt é usado apenas

para "corrigir" os autovetores originais,

produzindo novos vetores com comprimento 1

e perpendiculares entre si.



Diagonalização Ortogonal

➢ Método de Gram-Schmidt :



Diagonalização Ortogonal

➢ Método de Gram-Schmidt :



Diagonalização Ortogonal

➢ Método de Gram-Schmidt: Observação sobre

Autovetores e Autovalores



Diagonalização Ortogonal

Exemplo: Encontre uma matriz ortogonal P que

diagonaliza:



Diagonalização Ortogonal

Exemplo: Encontre uma matriz ortogonal P que

diagonaliza:



Diagonalização Ortogonal



Diagonalização Ortogonal



Diagonalização Ortogonal



Diagonalização Ortogonal



Diagonalização Ortogonal



Diagonalização Ortogonal



Diagonalização Ortogonal



Espaços Vetoriais 
Euclidianos:

Decomposição Espectral



Decomposição Espectral

➢ Se A for uma matriz simétrica ortogonalmente

diagonalizada por:

➢ e se λ1, λ2, . . ., λn forem os autovalores de A associados

aos vetores unitários u1, u2, . . ., un:



Decomposição Espectral

➢ Exemplo:



Decomposição Espectral

➢ Exemplo:



Espaços Vetoriais 
Euclidianos:

O caso não diagonalizável: Teorema de 
Shur e Teorema de Hessenberg



Teoremas de Schur e Hessenberg

➢ Se A for uma matriz que não é diagonalizável ortogonalmente, ainda

pode ser possível alcançar uma simplificação considerável na forma

de PTAP pela escolha apropriada da matriz ortogonal P.



Teoremas de Schur e Hessenberg

➢ Se A for uma matriz que não é diagonalizável ortogonalmente, ainda

pode ser possível alcançar uma simplificação considerável na forma

de PTAP pela escolha apropriada da matriz ortogonal P.



Teoremas de Schur e Hessenberg



Espaços Vetoriais 
Euclidianos:

FORMAS QUADRÁTICAS



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Expressões da forma:

ocorreram no nosso estudo de equações e sistemas lineares.

Se a1, a2, ..., an forem tratados como constantes fixadas,

então essa expressão é uma função real das n variáveis x1, x2,

..., xn, denominada forma linear de Rn.



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Agora, estudaremos funções reais de várias variáveis

nas quais cada termo é o quadrado de alguma variável

ou o produto de duas variáveis.

➢ Essas funções surgem em uma variedade de aplicações,

que incluem as vibrações de sistemas mecânicos, bem

como a Geometria, a Estatística e a Engenharia Elétrica.



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Agora, estudaremos funções reais de várias variáveis

nas quais cada termo é o quadrado de alguma variável

ou o produto de duas variáveis.

➢ Uma forma quadrática arbitrária de R2 pode ser escrita

como:

➢ Uma forma quadrática arbitrária de R3 pode ser escrita

como:



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ No formato matricial:



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ A matriz A será simétrica;

➢ A diagonal principal é formada pelos os coeficientes dos

termos que estão elevado ao quadrado, e suas entradas

fora da diagonal são a metade dos coeficientes dos

termos com produto misto:



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Em geral, se A for uma matriz n×n simétrica e x for o

vetor coluna n×1 das variáveis, então dizemos que a

função:

é a forma quadrática associada a A. Quando for conveniente,

podemos escrever na notação de produto como:



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ No caso em que A for uma matriz diagonal, a forma

quadrática xTAx não tem termos com produto misto; por

exemplo:



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Exemplo 1: Expressando formas quadráticas em notação

matricial



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Exemplo 1: Expressando formas quadráticas em notação

matricial



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Existem três tipos de problemas importantes que ocorrem

nas aplicações de formas quadráticas.



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Existem três tipos de problemas importantes que ocorrem

nas aplicações de formas quadráticas.



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Existem três tipos de problemas importantes que ocorrem

nas aplicações de formas quadráticas.



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Existem três tipos de problemas importantes que ocorrem

nas aplicações de formas quadráticas.

Observação: Este problema não será aprofundado

neste curso, pois envolve técnicas de otimização com

restrições, geralmente abordadas em disciplinas

específicas de Otimização.



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Muitas das técnicas para resolver esses problemas têm

por base a simplificação da forma quadrática xTAx obtida

com uma substituição.

B = PTAP (simétrico)



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Como a matriz B = PTAP é simétrica, a mudança de

variáveis produz uma nova forma quadrática yTBy nas

variáveis y1, y2, ..., yn.

➢ Se escolhermos P para diagonalizar A ortogonalmente,

então a nova forma quadrática será yTDy, onde D é uma

matriz diagonal com os autovalores de A na diagonal

principal!



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Se escolhermos P para diagonalizar A ortogonalmente,

então a nova forma quadrática será yTDy, onde D é uma

matriz diagonal com os autovalores de A na diagonal

principal!



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Teorema dos eixos principais

A mudança de variáveis não altera a imagem de uma forma!



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Exemplo 2:



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Exemplo 2:



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Exemplo 2:



FORMAS QUADRÁTICAS

➢ Exemplo 2:



Formas quadráticas na Geometria



Formas quadráticas na Geometria

➢ Uma cônica, é uma curva obtida cortando-se um cone circular reto

por um plano.



Formas quadráticas na Geometria

➢ As formas quadráticas em R2 surgem naturalmente no estudo de

seções cônicas. Por exemplo, mostra-se em Geometria Analítica

que uma equação da forma:

cônica central ou reduzida



Formas quadráticas na Geometria

A existência de um termo misto (2bxy) indica que

o gráfico da forma quadrática foi girado em

torno da origem, como na Figura



Formas quadráticas na Geometria

➢ As cônica central ou reduzida: incluem os círculos, as elipses e as hipérboles,

mas não as parábolas. Além disso, se b = 0 em (8), não há termos mistos, e

dizemos que a equação 9 representa uma cônica central em posição canônica.



Formas quadráticas na Geometria

➢ Passando a constante f nas Equações (8) e (9) para o lado direito e

tomando k = -f podemos reescrever essas equações em formato

matricial como



Formas quadráticas na Geometria

➢ Passando a constante f nas Equações (8) e (9) para o lado direito e

tomando k = -f podemos reescrever essas equações em formato

matricial como

➢ Os análogos tridimensionais das equações em (10) são:



Formas quadráticas na Geometria

➢ Agora estamos prontos para considerar o primeiro dos três

problemas apresentados anteriormente:



Formas quadráticas na Geometria

➢ Se b = 0, então a cônica está em posição canônica e se b ≠ 0, ela

está girada.



Formas quadráticas na Geometria

➢ É fácil identificar as cônicas centrais em posição canônica (b = 0)

comparando sua equação com uma das equações em forma

canônica. Por exemplo, a equação:



Formas quadráticas na Geometria

➢ Se uma cônica central for girada para fora de sua posição canônica (b ≠

0), podemos identificá-la primeiro girando os eixos coordenados para

colocá-la na posição canônica e então comparando sua equação com uma

das equações em forma canônica da Tabela 1. Para encontrar uma rotação

que elimine o termo misto da equação:



Formas quadráticas na Geometria

➢ Se uma cônica central for girada para fora de sua posição canônica (b ≠

0), podemos identificá-la primeiro girando os eixos coordenados para

colocá-la na posição canônica e então comparando sua equação com uma

das equações em forma canônica da Tabela 1. Para encontrar uma rotação

que elimine o termo misto da equação:



Formas quadráticas na Geometria

➢ Nosso problema se reduz a encontrar θ que diagonalize A:



Formas quadráticas na Geometria

➢ Fazendo essa mudança de variáveis e efetuando a álgebra necessária para

igualá-la a uma das formas canônicas da Tabela 1:



Formas quadráticas na Geometria

➢ Exemplo 4: Identificando uma cônica por eliminação do termo

misto



Formas quadráticas na Geometria

➢ Exemplo 4: Identificando uma cônica por eliminação do termo

misto



Formas quadráticas na Geometria

[D] = [Pt][A][P]



Formas quadráticas na Geometria



Formas quadráticas na Geometria

Note que poderíamos usar as seguintes fórmulas:



Formas quadráticas na Geometria



Formas quadráticas na Geometria



Formas quadráticas na Geometria



Formas quadráticas na Geometria

Note que, se b ≠ 0 poderíamos usar as seguintes fórmulas:



Formas quadráticas positivas



Formas quadráticas positivas

➢ Existem três tipos de problemas importantes que ocorrem

nas aplicações de formas quadráticas.



Formas quadráticas positivas

➢ Definições e Teoremas:



Formas quadráticas positivas

➢ Definições e Teoremas:



Formas quadráticas positivas

➢ Definições e Teoremas:



Formas quadráticas positivas

➢ Definições e Teoremas:



Formas quadráticas positivas

➢ Identificando matrizes positivas:

➢ Uma matriz simétrica A é positiva se, e só se, o
determinante de cada submatriz principal é positivo.



Formas quadráticas positivas



*Otimização usando formas quadráticas*



Otimização usando formas quadráticas

➢ Existem três tipos de problemas importantes que ocorrem

nas aplicações de formas quadráticas.



Otimização usando formas quadráticas

➢ As formas quadráticas surgem numa variedade de

problemas nos quais se exige encontrar o valor máximo

ou mínimo de alguma quantidade.



Otimização usando formas quadráticas

➢ Definições e Teoremas:



Otimização usando formas quadráticas



Otimização usando formas quadráticas



Otimização usando formas quadráticas



Otimização usando formas quadráticas



Otimização usando formas quadráticas

➢ Uma maneira útil de visualizar o comportamento de uma

função de duas variáveis é considerar as curvas de nível.



Otimização usando formas quadráticas

➢ Usando a hessiana para classificar extremos relativos.



Otimização usando formas quadráticas

➢ Usando a hessiana para classificar extremos relativos.



Otimização usando formas quadráticas

➢ Usando a hessiana para classificar extremos relativos.



Transformações Lineares



Conceitos Importantes

➢ Funções e transformações: Lembre que uma

função é uma regra que associa a cada elemento

de um conjunto A um, e exatamente um, elemento

de um conjunto B. Se f associa o elemento b ao

elemento a, então escrevemos:



Conceitos Importantes

➢ Definição Geral:

v1

v2

vn

V

W
w1

w2

f(v)



Conceitos Importantes

➢ Definição Geral:



Transformações Lineares Arbitrárias



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Aplicações: Os resultados aqui obtidos têm

aplicações importantes na Física, na Engenharia e

em várias áreas da Matemática.



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Definições e terminologia:



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Definições e terminologia:



Transformações Lineares Arbitrárias



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 1: A transformação nula.

u

v  

u + v  

V

W

0
T(u) = 0



u

v  

w

Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 2: O operador identidade: Seja V um

espaço vetorial qualquer. A aplicação I : V → V

definida por I(v) v é denominada operador

identidade de V.

u

v  

w  

V

VI(v)



ku

kv

kw

Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 3: Operadores dilatação e contração:

u

v  

w  

V

VT(x) = kx



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 4: Uma transformação linear de Pn em

Pn + 1:



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 5: Transformações de espaços

matriciais:



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 5: Transformações de espaços

matriciais:



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 5: Transformações de espaços

matriciais:



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 6: Transformações de espaços

matriciais:

➢ A transformação de T: M2x2 ➔ R; T(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) = det

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) é linear?



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 7: Transformações de Funções

diferenciáveis:

➢ A transformação de T: f(x) ➔ f’(x); T(𝑓(𝑥)) =

f’(x) é linear?



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 8: Transformações de Funções

integráveis:

➢ A transformação de J: f(t) ➔ ׬ f(t)dt; J(𝑓(𝑡)) =

׬ f(t)d𝑡 é linear? Considere f(t) = t2.



Transformações Lineares Arbitrárias

➢ Exemplo 8: Transformações de Funções

integráveis:

➢ A transformação de J: f(t) ➔ ׬ f(t)dt; J(𝑓(𝑡)) =

׬ f(t)d𝑡 é linear? Considere f(t) = t2.



Transformações Lineares Arbitrárias e  
Vetores da Base



Transformações e  Vetores da Base

➢ Teorema:

v  

WT(v)
S

v1 v2 ... vr
V



Bases e Dimensão

V

S
v1 v2 ... vr



Bases e Dimensão

V

S
v1 v2 ... vr



Transformações e  Vetores da Base

➢ Exemplo 1: Calculando com imagens de vetores

de base:



Transformações e  Vetores da Base

➢ Exemplo 1:

➢ Para solucionar o problema precisamos primeiro

encontrar as coordenadas c1, c2 e c3 que gera o R3:

(x1, x2 e x3).

➢ Note que não precisamos confirmar que S é uma

base pois o enunciado já afirma isso!



Transformações e  Vetores da Base



Transformações e  Vetores da Base



Núcleo e imagem de uma transformação



Núcleo e imagem de uma transformação



Núcleo e imagem de uma transformação



Núcleo e imagem de uma transformação

Dimensão é o número de vetores na

Base



Núcleo e imagem de uma transformação

(u1 u2 ... un)

v1 v2 ... vn

V

W
(0, 0, ..., 0)

(w1, w2, ..., wn)

T(u)

Nuc(T)
Im(T)



Núcleo e imagem de uma transformação



Núcleo e imagem de uma transformação



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 1:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 1:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 1:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 1:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 1:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 1:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 2:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 2:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 2:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 2:



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 3:

➢ Encontre o núcleo, a imagem e determine as

bases do núcleo e da imagem e depois diga qual

o posto e a nulidade.



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 3:

➢ 1. Núcleo Nuc(𝑇)



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 3:

➢ 1. Núcleo Nuc(𝑇)

Base do Núcleo



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 3:

➢ 2. Imagem Im(𝑇)

Base da Imagem



Núcleo e imagem de uma transformação

➢ Exemplo 3:

➢ 3. Posto e Nulidade



Transformações Lineares: Injetora,  
Sobrejetora e Bijetora 



Injetora e Sobrejetora



Injetora e Sobrejetora



Bijetora



Injetora e Sobrejetora

➢ O próximo teorema fornece uma maneira útil de

dizer se uma dada transformação linear é injetora

a partir de seu núcleo:



Injetora e Sobrejetora



*Composições e transformações lineares*



Composições e transformações lineares



Composições e transformações lineares



Composições e transformações lineares



Matrizes de transformações lineares 
arbitrárias



Matrizes de transformações lineares 

➢ Uma transformação linear de um espaço de

dimensão n para um de dimensão m pode ser

representada por uma multiplicação de matriz de

Rn em Rm.

➢ Isso é útil em cálculos computacionais, já que

computadores lidam muito bem com matrizes.



Matrizes de transformações lineares 

➢ Nosso objetivo é encontrar uma matriz A de

tamanho m x n tal que a multiplicação por A

transforma o vetor [x]base no vetor [T(x)]base,

qualquer que seja o vetor v em V.



Matrizes de transformações lineares 



Matrizes de transformações lineares 

➢ Exemplo 1: Dado o operador linear T: R2
➔ R2,

T(x, y) = (x + y, x - y), determine:

➢ A matriz [T]B, que representa T na base B = {(1,

2), (0, -1)}

➢ O vetor T(v)B utilizando [T]B, Sabendo que v = (4,

2).



Matrizes de transformações lineares 
➢ Exemplo 1: Dado o operador linear T: R2

➔ R2, T(x, y) = (x + y,

x - y), determine:

➢ A matriz [T]B, que representa T na base B = {(1, 2), (0, -1)}

Passo 1: Aplicar T aos vetores da base:

T(1, 2) = (x + y, x - y) = (1 + 2, 1 - 2) = (3, -1)  

T(0, -1) = (x + y, x - y) = (0 - 1, 0 + 1) = (-1, 1)  



Matrizes de transformações lineares 
➢ Exemplo 1: Dado o operador linear T: R2

➔ R2, T(x, y) = (x + y,

x - y), determine:

Passo 2: Escrever cada imagem como combinação linear

dos vetores da base:



Matrizes de transformações lineares 

Passo 2: Escrever cada imagem como combinação linear

dos vetores da base:



Matrizes de transformações lineares 

Passo 2: Escrever cada imagem como combinação linear

dos vetores da base:



Matrizes de transformações lineares 

Passo 3: Montar a matriz [T]𝐵:



Matrizes de transformações lineares 

➢ O vetor T(v)B utilizando [T]B, Sabendo que v = (4,

2).



Matrizes de transformações lineares 

➢ O vetor f(v)B utilizando TB, Sabendo que v = (4, 2).



Matrizes de transformações lineares 

➢ O vetor f(v)B utilizando TB, Sabendo que v = (4, 2).



Matrizes de transformações lineares 

➢ Exemplo 2: Dada a transformação T: R3
➔ R2,

T(x, y, z) = (2x + y - z, x + 2y) e as Bases:

A = {(1, 0, 0), (2, -1, 0), (0, 1, 1)} no domínio (R3)

B = {(-1, 1), (0, 1)} no domínio (R2)

➢ Determine a matriz [T]B, nas Bases A e B.



Matrizes de transformações lineares 
➢ Exemplo 2: Dada a transformação T: R3

➔ R3, T(x, y, z) = (2x + y

- z, x + 2y) e as Bases:

Passo 1: Aplicar T a cada vetor da Base A:



Matrizes de transformações lineares 
➢ Exemplo 2: Dada a transformação T: R3

➔ R3, T(x, y, z) = (2x + y

- z, x + 2y) e as Bases:

Passo 2: Escrever cada vetor obtido como combinação

linear dos vetores da base B:



Matrizes de transformações lineares 
Passo 2: Escrever cada vetor obtido como combinação

linear dos vetores da base B:



Matrizes de transformações lineares 
Passo 2: Escrever cada vetor obtido como combinação

linear dos vetores da base B:



Matrizes de transformações lineares 
Passo 2: Escrever cada vetor obtido como combinação

linear dos vetores da base B:



Matrizes de transformações lineares 
➢ Exemplo 2: Dada a transformação T: R3

➔ R3, T(x, y, z) = (2x + y

- z, x + 2y) e as Bases:

Passo 3: Montar a matriz [T]𝐵:



Matrizes de transformações lineares 
➢ Exemplo 3: Dado o operador linear f: R2

➔ R2, representado na

base canônica pela matriz A, determine os vetores v1, v2, e v3: tais

que f(v1) = v1, f(v2) = 2v2 e f(v3) = (4, 4).

A = 
1 3
−1 5



Matrizes de transformações lineares 
➢ Exemplo 3: Dado o operador linear f: R2

➔ R2, representado na base canônica

pela matriz A, determine os vetores v1, v2, e v3: tais que f(v1) = v1, f(v2) = 2v2 e

f(v3) = (4, 4).



Matrizes de transformações lineares 
➢ Exemplo 3: Dado o operador linear f: R2

➔ R2, representado na base canônica

pela matriz A, determine os vetores v1, v2, e v3: tais que f(v1) = v1, f(v2) = 2v2 e

f(v3) = (4, 4).



Matrizes de transformações lineares 



Matrizes de transformações lineares 



Matrizes de transformações lineares 



Matrizes de transformações lineares 



Matrizes de transformações lineares 

x x21

Passo 1: Escreva T e identifique os elementos em relação a 

cada elemento da base



Matrizes de transformações lineares 

1



Matrizes de transformações lineares 

x



Matrizes de transformações lineares 

x2



Matrizes de transformações lineares 

Passo 2: Escreva a Matriz [T]B
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x1

Passo 1: Escreva T e identifique os elementos em relação a 

cada elemento da base
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Passo 1: Escreva T e identifique os elementos em relação a 

cada elemento da base
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x

Passo 1: Escreva T e identifique os elementos em relação a 

cada elemento da base
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Passo 2: Escreva a Matriz [T]B
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Matrizes de transformações lineares 

➢ A matriz de um operador linear T: V → V depende da base

selecionada para V. Um dos problemas fundamentais da Álgebra

Linear é escolher uma base de V que torne a matriz de T tão

simples quanto possível, digamos, por exemplo, uma matriz

diagonal ou triangular.

➢ Um dos principais temas em textos mais avançados de Álgebra

Linear é o de determinar a forma “mais simples possível”

(Semelhantes);

➢ Às vezes, é possível obter uma matriz diagonal; outras vezes,

devemos nos contentar com uma matriz triangular ou de alguma

outra forma (esse assunto não será abordado nesse curso).



EXERCÍCIOS

Maiores informações podem ser encontradas:



Continua com aplicações da álgebra em 
outras disciplinas ...
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