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Coeficiente de Poisson
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Nao ha necessariamente conservacdo de

volume!



Coeficiente de Poisson
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» Dentro dos limites do comportamento elastico-linear, existe
proporcionalidade entre as deformacdes especificas longitudinal e
transversal.



Coeficiente de Poisson

» Para o caso Ilustrado (carregamento axial):

Y o. L
- Deformacao total: s = FL _ Zx

AE E




Coeficiente de Poisson

» Para o caso Ilustrado (carregamento axial):

c. L
Deformacio total: s - PL
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Coeficiente de Poisson

» Para o caso Ilustrado (carregamento axial):

Yy - Pr. oL
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Exemplo 2.7 (Beer et al., 2008)

Uma barra de material homogéneo e isotropico tem 500 mm
de comprimento e 16 mm de diametro. Sob a acao da carga
axial de 12 kN, o seu comprimento aumenta em 300 um e
seu diametro se reduz em 2,4 um. Determinar o modulo de
elasticidade e o coeficiente de Poisson do material.

Yy
0

‘}: 500 mm /
\
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S

X
d = 16 mm 19kN =

6, = — 2,4 pum

300 :
M 0Bs.: (1 micrometro = 107° m)
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Exemplo 2.7 (Beer et al., 2008)

Uma barra de material homogéneo e isotropico tem 500 mm
de comprimento e 16 mm de diametro. Sob a acao da carga
axial de 12 kN, o seu comprimento aumenta em 300 um e
seu diametro se reduz em 2,4 um. Determinar o modulo de
elasticidade e o coeficiente de Poisson do material.

0

= 300 wm
‘}: 500 mm /
~—

\

A

d =16 mm 12 kN
Sy = —-24 um

Passos:

2 - Determinar a drea da barra;
22 - Determinar ox, x e €y;

2 - Através da Lei de Hooke,
determinar o modulo de
elasticidade;

2 - Calcular o coeficiente de
Poisson.



Exemplo 2.7 (Beer et al., 2008)

- Area da secio transversal da barra:

A=nr?=n8 x 1003m)? = 201 x 10-m?2




Exemplo 2.7 (Beer et al., 2008)

- Area da secio transversal da barra:

A=nr?=n8 x 1003m)? = 201 x 10-m?2

- Considerando que o eixo x coincide com
o eixo da barra:

P 12 x 103N

™ & ™ Bl 1000 = TOINER

O

O 300 um

= = -6
% I 500 mm 600 x 10

y - 2,4 um i i
g, = Y *“ R - - 150 x 10



Exemplo 2.7 (Beer et al., 2008)

- Area da secio transversal da barra:

y A=nr?=n8 x 1003m)? = 201 x 10-m?2
0, = 300 um o : T
‘} =00 - Considerando que o eixo x coincide com
= mim .
— / o eixo da barra:
~—

P 12 x 103N -
™% ™ Wilae T0-tnd = MR

z N B 300
X
T , MM o000 x 10-6

O

d =16 mm 19 kN "™ “* = L % 500 mm
Sy =—-24 um
b.\' - 2,4 um 6
& "7 " Jemm ~ - 160 x 10
- Pela Lei de Hooke: o, 59,7 MPa
E = — = 99,5 GPa

e, 600 x 10-6



Exemplo 2.7 (Beer et al., 2008)

- Area da secio transversal da barra:

A=nr?=n8 x 1003m)? = 201 x 10-m?2

o eixo da barra:

T g / - Considerando que o eixo x coincide com
~—

P 12 x 103N -
™% ™ Wilae T0-tnd = MR

/
5
N J o oox_800um oo o

O

X =
d =16 mm I9kN * L 500 mm
Sy =—-24 um
Oy - 2,4 um
= . = - - - - :- -6
g, I T 150 x 10

- Pela Lei de Hooke: 3 o, 59,7 MPa 99.5 GP
e, 600 x 10-6 ~ TT0 T8

- Coeficiente de Poisson: €, - 150 x 10-6 -
VT Te T T 600 x 106 T




Carregamento multiaxial Generalizagao da
Lei de Hooke



Carregamento multiaxial Generalizagao

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

To-y o >Pri_ncipio da superposicao: o
/77 efeito provocado em uma
| estrutura por determinado
O, o carregamento combinado pode
ser obtido determinando-se
/ separadamente os efeitos dos
o varios carregamentos e
10' combinando-se 0s resultados

g obtidos.




Carregamento multiaxial Generalizagao

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

» Principio da superposicao:
To-v o CondicOes de aplicacao:

| 1) Cada efeito e diretamente
O, o proporcional a carga que o
N N produz;
/ 2) A deformacao causada por
o l qualquer dos carregamentos €
o

pequena e nao afeta as condicoes
de aplicacao dos  outros
carregamentos.



Carregamento multiaxial Generalizagao

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

O.
/T o,
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Carregamento multiaxial Generalizagao

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

o
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Carregamento multiaxial Generalizagao

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

o} o
x O, I - -—>x+
- — " o

O
- o, VO,
g, =+—2~—
7y * E E
Vo g,
g, =——>+
E E
Vo Vo,




Carregamento multiaxial Generalizagao

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

O
y O.
T /7 o,
x O. mmm & +
— e S T + J/
/ | o,
O.
) l o, VO, vo
o gy =L -——= 2
Y E E E
vo, O, vo




Carregamento multiaxial Genera

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

O
AL
| Oy
2 0. = =L JERE .
Pra— —_— X < — /
/ { O,
O Ceeetetsnesseesacenieeuetriinaireiiaas :
z lo- i c =4+ Oy VG_."” VO,
Y ™ "E E E i
Generalizagdo da Lei de Hooke g __vo, N T, Vo,

para carregamento multiaxial: y E E E

---------------------------------------



Carregamento multiaxial Genera

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

o)
¥ G,
T VAR o,
| Y
o} Oy
X _ O-x B < —_—> + + /
/ v O
O, l (' 1
O-y €y = E[O'x —v(oy, + 0;)] + AT
Generalizacdo da Lei de Hooke e, = 1 [0y — v(oy + 0,)] + QAT

para carregamento multiaxial:

€, = —lo; —v(oy + 0y)] + AT




Carregamento multiaxial Genera

Hooke

» Considerando que o material esteja sujeito a tensoes
axiais nas direcoes dos trés eixos coordenados:

para carregamento multiaxial:

o)
y O ._
T k O..
I Y
O O..
X O - 43X
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/ } o,
o] i _
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Generalizacdo da Lei de Hooke ) o = 1 — + + :
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VARIACAO NO VOLUME DE UM
ELEMENTO DE MATERIAL ISOTROPICO



Dilatacao volumétrica do material

Considerando um elemento em um
estado livre de tensao:

— I
Cubo de volume unitario — [j'
:/




Dilatacao volumétrica do material

Sob as tensOes o,, o, € o, ele se
deforma transformando-se em um
paralelepipedo retangular de volume:

v=(1+¢)(l1 +¢€)l+e)




Dilatacao volumétrica do material

Sob as tensOes o,, o, € o, ele se
deforma transformando-se em um

paralelepipedo retangular de volume:
/ I
v=(1+¢€)1 te)l te) -

D (a)
Yy

Para pequenas deformacoes

Vs

v=1+¢€ + € + €




Dilatacao volumétrica do material

Yy

Designando por e a variacao do
volume de nosso  elemento,
escrevemos:

e =v — |

Il +e +e t+te — 1

2 =G G &

Ou em termos de tensao:

Vs




Dilatacao volumétrica do material

Um caso de interesse especial é aquele de um corpo sujeito a
uma pressao hidrostatica uniforme p:

3(1 — 2v) _ E __r
T F f‘> k_3(1—2p) $ ‘ k
<

Modulo de Compressibilidade
Volumeétrica do material (MPa)

Vs

1 —2v>0.

Concluimos entao que, para qualquer material de engenharia:

O<V<%




Exemplo 2.8 (Beer et al., 2008)

Um bloco de aco é submetido a acao de pressao uniforme
em todas as faces. Mediu-se a variacao do comprimento
AB, que foi de —0,03 mm. Determinar:

a) A variacdo no comprimento
das outras arestas;

a) A pressdo p aplicada as faces

i do bloco.

A C 50 mm
A D7 ADOTAR:

|00mm 80mm

gy P E =200 GPa e v = 0,29.




a) Alteracao no comprimento das outras arestas:

Como 0,= 0,= 0.=—p , tem-se:

o, VO, vo.

£, =+ X _ Yy _ Z

E K E

voe, O, Vvo.

8}: — _ X 4 Yy Z

E E K

vo, VO, oO.

8: — ¥ — . + -

E E E

(1-2v)
(1-2v)
(1-2v)

-
A @ 50 mm
80mm

100mm_

S

> Sio iguais!




I/‘
a) Alteracao no comprimento das outras arestas:

_op ™
Como 0,= 0,= 0.=—p , tem-se: ) X -
o, VO, vo. p h A~ \ K;[D/\.\-
g =4 X —_ = = __(1 — 2‘/) 100mm__ P /b()mm
* E E E E T

(1-2v) > Sio iguais!

Por outro lado:
g, =0,/AB =-0,03mm/100mm =—300 x 10 Cmm / mm



I/‘
a) Alteracao no comprimento das outras arestas:

_op ™
Como 0,= 0,= 0.=—p , tem-se: ) X ‘SO —
o, VO, vo \ N D,
& =+ X _ Y _ e _2(1 — 2v) ) 100mm_ ‘ 80mm
X \ ,\/
E FE E E >'B

(1-2v) > Sio iguais!

Entao:

&, =&, =&. = —300x10" mm / mm

I 5, =2,(BC)=(-300x10"°)(50mm)=~0,015mm

5. =e.(BD)=(-300x10"°)(80mm)

= =

—0,024mm



.’/‘

b) Pressao:

s
COII].O: 6 A C 50 mm,
g, =€,=¢&.=-300x10" A~ o,
) Y - 100mm_ : 80mm

Y

MEIS, 40 IMesmo tEIIlpOI

Entao:

Ee, (2006Pa)(—300x10_6)

= — 2 _ = —142,9 MP
P 0 ) 10,58 a




Deformacoes de cisalhamento



Deformacoes de cisalhamento

» Considere um caso de estado de tensoes mais geral, onde
estao presentes tanto as tensbes axials quanto as tensoes

de cisalhamento z,, 7,, € 7,.

1% ,C. Estado GERAL

Oy o, :: >
S —_—

o lo-
: z /




Deformacoes de cisalhamento

» Considere um caso de estado de tensoes mais geral, onde
estao presentes tanto as tensbes axials quanto as tensoes

de cisalhamento z,, 7,, € 7,.
Y .
1% ,C. Estado GERAL /'\"’

X
Ty: 4
T':U Q Txy
L ]
O, o,
- - o
X
/ b \\%7
x

o. lo-

» Essas tensOes (cisalhantes) nao tém nenhum efeito direto nas
deformacdes especificas, e, enquanto as deformacoes
permanecerem pequenas, nao vao afetar as expressoes da Lel de
Hooke generalizada para carregamento multiaxial.



Deformacoes de cisalhamento

» As tensOes de cisalhamento tenderao a deformar o cubo
elementar transformando-o em um paralelepipedo
obliguo.

> Considerando somente as tensdes cisalhantes
perpendiculares aos eixos x e y:




Deformacoes de cisalhamento

» As tensOes de cisalhamento tenderao a deformar o cubo
elementar transformando-o em um paralelepipedo
obliguo.

Y

Y

“-H-
1x f~
-
2
¥

» A medida de deformacao para poder caracterizar tais
mudancas de forma é a chamada deformacao de
cisalhamento ou distorcao angular.



Deformacoes de cisalhamento

» A deformacao de cisalhamento y,,, um pequeno angulo expresso em
radianos, define a distorcao do cubo correspondente as direcdes x e

Y- Y




Deformacoes de cisalhamento

» A deformacao de cisalhamento y,,, um pequeno angulo expresso em
radianos, define a distorcao do cubo correspondente as direcdes x e

y'sf

- Reduc¢ao no angulo formado pelas faces
orientadas segundo os eixos x e y, indica
deformacio de cisalhamento y,, positiva.

- Ao se realizar um teste de tor¢ao, obtem-se o
diagrama tensao-deformacao de

/ cisalhamento;

- Se a tensdo nio excede o limite de
* proporcionalidade no cisalhamento, ha
tambem “‘uma Le1 de Hooke”’:

Modulo de elasticidade transversal do material.



Deformacoes de cisalhamento

» Para as tensoes de cisalhamento zzx e zyz, pode-se escrever as
seguintes relacOes adicionais:

Z'yz - G}/yz C Tox = Gyzx



Deformacoes de cisalhamento

» Assim, para o cubo elementar sujeito a tensOes axials e de
cisalhamento, tem-se que:

--------------------------------------------------------------

y o, VO, vo. .
E, =+ — :

E E ) :

VO O, Vvo.

£, = ——ZX+—=————= :

E ) E ;

g =— VO, YOy O E

) E E E :

:./ Yo, = Cxy .. = Cyz y.. = Ty
X} yZ Xz :

G ‘ G G

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lei de Hooke generalizada.

£



Deformacoes de cisalhamento

» Assim, para o cubo elementar sujeito a tensOes axials e de
cisalhamento, tem-se que:

Y

i G-X_ — ; : (
S+ w0 -2yl
| E

[P Y| o=
‘j\‘. | (1 + (1 — 2vp)
%z T T )% i

o, =
T (1 + (1 -2

(1 — v)e, + v(e + e

’U-ﬂ@+ﬂq+gm

_________________________________________________________________________________

Lei de Hooke generalizada.

£



Deformacoes de cisalhamento

» Assim, para o cubo elementar sujeito a tensOes axials e de
cisalhamento, tem-se que:

Oy = 1+ V)fl - 2:u)[(1 —v)e, + v(e, +€;) — (1 +v)(aAT)]
o, = a1+ V)fl — 21/)[(1 —v)e, +v(e;, + &) — (1 +v)(aAT)]
o, £ [(1 —v)e; + v(ex +€) — (1 +v)(aAT)]

T A+ )1 - )
Txy — G‘)/xy, Tyz = nyza Tox = QY

Lei de Hooke generalizada.

£




Relagao entre constantes elasticas



Relacao entre constantes elasticas

» Escrevendo a relacao entre deformacao de cisalhamento e
deformacao especifica normal e utilizando a lei de Hooke,
constatamos que duas constantes elasticas sao suficientes
para caracterizar o material dentro do regime elastico-
linear.




Exemplo 2.8 (Beer et al., 2008)

Um bloco retangular é feito de material que tem modulo de
elasticidade transversal G = 600 MPa. O bloco é colado a duas placas
horizontais rigidas. A placa inferior é fixa e a placa superior é
submetida a forca P. Sabendo-se que a placa superior se move 0,8 mm
sob a acao da forca, determinar:

‘"‘--

160 mm a) A deformacgdo de
" cisalhamento do material;

50 mm -~

'/

3 p
T b) A forca P que atua na placa
> superior.




a) Deformacao de cisalhamento:

Adotando o sistema de coordenadas ilustrado na figura, a deformacdo de
cisalhamento y,, € igual ao angulo formado pela vertical e a linha CF.
Lembrando que esse angulo € bem pequeno, expresso em radianos, tem-se:

t
J ___0.8 mm

s S \‘ F " Ty Z 187y 40mm

Yy = 0,020




b) Forca atuante na placa superior:
Primeiro aplica-se a Le1 de Hooke para determinar a tensdo atuante:

7y, = G7y, = (600MPa)(0,020) = 12MPa

Depois, obtém-se a forca atuante na placa:

P=1,,4=(12x10° Pa)(0,160m>x0,050m) = 96 x10° N
P =96kN




CONTINUA



