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NAS AULAS ANTERIORES:



INTRODUCAO

> Até 0 presente momento aprendemos como
resolver: EQUACOES NAO LINEARES.

f(x) — 0-[ Funcdo de um Unica variavel



INTRODUCAO

> Até 0 presente momento aprendemos como
resolver: EQUACOES NAO LINEARES.
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INTRODUCAO

> Até 0 presente momento aprendemos como
resolver: EQUACOES NAO LINEARES.

[ METODOS }
1 1
[CONFI NAM ENTO} [ GRAFICO } [M ETODOS ABERTOS}

BISSECAO; NEWTON-RAPHSON;
CORDAS. SECANTES.




INTRODUCAO

» Entretanto, equacOes com duas, ou mais,
equacoes lineares ou nao lineares sao bem
comuns nos problemas de Engenharia, ciéncia,
economia, negocios, estatistica, etc!



INTRODUCAO

» Problemas com duas, ou mais, equacOes Sao
denominados de sistemas de equacoes:

SISTEMA
DE EQUACOES
| |

[: LINEARES } {: NAO LINEARES }

[ DIRETOS } 4 A

Newton-Raphson;
E ITERATIVOS. Quasi-Newton;

(...)




SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
NAO LINEARES



EXEMPLOS DE APLICACOES

» Aqguecedor Solar:

Num coletor solar, um balanco
de energia na placa absorvente
e na placa de vidro produz o
seguinte sistema de equacoes
nao lineares nas temperaturas
absolutas da placa absorvente
(T1) e da placa de vidro (T2):

(T} + 0.06823T,) — (T3 + 0.05848T,) = 0.01509
(T + 0.05848T) — (2T + 0.116967T5) 0



EXEMPLOS DE APLICACOES

» Jogos:

Numa maquina de casino, as
guantias em posse de dois
jogadores sao designadas por X,
e X,, @ a quantia com que o
casino fica € X5 Num
determinado momento, essas
quantias obedecem as equacoes
fi=0,1=123, em que as fi

fi(xy, xe, w3) = 0% — x5 — 15

fS(IlaIQaQUS) =1+ X9 + T3z — 500



EXEMPLOS DE APLICACOES

» Saneamento:

A concentracdo de um poluente
num lago depende do tempo t, e €
dada por:

C(t) = 70e”" + 20e“"

Efetuaram-se algumas medidas que
foram registadas na tabela:

70e” + 20e”2 — 275702 = 0
t 1 9 70e21 + 20e2%2 — 17.6567 = 0

C(t) | 27.5702 | 17.6567




EXEMPLOS DE APLICACOES

1621 — cos(a(xe — 221)) =0

1625 + 0.75sen(a(—z2 — 3x1)) =0

Individuos vai ser administrado um composto quimico
sintetizado com base em duas substancias elementares x, e
X,. Sabe-se que se forem administrados o miligramas de
composto a cada individuo, a concentracdo (mg/litro) de
cada uma das substancias elementares na circulacao
sanguinea é dada implicitamente (para o € [0,5]) pelo
sistema de equacoes dado acima.



EXEMPLOS DE APLICACOES

> Transmissao elétrica:

Duas estacOes elétricas vao fornecer
energia a uma certa regiao da forma mais
economica possivel. O custo total de
operacao das duas estacoes é dado por:

Fla1, 22) = 0.140.012129+0.1523+0.0122 —0.25 (21 +25—100)

em que X, € a energia fornecida pela
primeira estacdo e X, & a energia
fornecida pela segunda estacao.

(

L = filzy, z2) =0 0.01zy + 0.0423 —0.25 = 0
o < S
- folxy, ) =0 | 0.01z1 4+ 0.6023 — 0.25 = 0




GEOMETRICAMENTE

>

fl(xl,xz)-x%+x%—2=0
4 x2

" f, (X, X5) = X3 —§—-l=0
6_
4.
2.
0.
4

R R R R
X

1, x2 —x)/2
fxy) = y=3 4™ =0

£0ny) = 9% +25)°-225 = 0



SISTEMAS DE EQUACOES NL LINEARES

> Dessa forma meéetodos numeéricos Ssao
aplicados, tais como:

SISTEMA DE
EQUACOES NAO LINEARES

(SOLUCAOQ)

Método de Newton Mictodoiae
Quase-Newton

[ N

Newton-Raphson modificado;
Metodo da Secante;

\ )
Outros Métodos: BFGS, DFT, Gradiente Conjudado, Maximo Declive (...)




Método de Newton para a solucao de
sistemas de equac¢oes nao-lineares



Método de Newton: Duas Equagoes NL

Um sistema com duas equacOes e duas incognitas X e y
pode ser escrito como:

fl(xay) =0
fz(x»y) = 0



Método de Newton: Duas Equagoes NL

Um sistema com duas equacOes e duas incognitas X e y
pode ser escrito como:

fl(xay) =0
fz(x»y) =0

Adotando: uma solucao estimada x; e y;.

E se X, e y, sao a solucao exata do sistema e estao
suficientemente proximos de x, e y,, entdo o valores de f, e
f, nos pontos x, e y, podem ser expressos usando a
expansdo em série de Taylor:



Método de Newton: Duas Equagoes NL

Adotando: uma solugao estimada X, e y;.

E se x, e y, sdo a solucdo exata do sistema e estio
suficientemente proximos de x; e y,, entao o valores de f, e
f, nos pontos x, e y, podem ser expressos usando a
expansao em serie de Taylor:

of of
fl(xzayz) =f1(x1ay1)+(x2—xl)a— +(y2—y1)a— + ...
r X V1 ) X1 V1
. of of.
fox030) = Ly + (0 -x) =+ y)5o| e
X X1 V1 Y X1 V1



Método de Newton: Duas Equagoes NL

» Como x, e Yy, estdo proximos de X, e Yy,, valores
aproximados para f;(x,, y,) e f,(X,, y,) podem ser
calculados sem que sejam considerados termos de
ordem mais elevada.

of of
f1(x2, ¥5) =f1(x1aY1)+(x2_x1)a "'(yz_yl)a ><
X1V X1, Vi
of- Of-
fa(xp,¥5) = fz(xl,,yl)+(x2x1)£ +(J’2J’1)él; ><

X1s V1 X15 V1



Método de Newton: Duas Equagoes NL

» Como x, e Yy, estdo proximos de X, e Yy,, valores
aproximados para f;(x,, y,) e f,(X,, y,) podem ser
calculados sem que sejam considerados termos de

ordem mais elevada.

» Como f,(X,, ¥,) =0e fy(x,, Y,) =0:

0

of

LA v,) = fi(x, yp) + (x; _xl)a
0

| of,
HG35y,) = fL(x,y) + (xz_xl)a

X1V

X1s V1

+ (V=)

of\
oy

o>

+ (VY1)

Oy

X

X1s V1

X

X15 V1



Método de Newton: Duas Equacoes

» Como x, e Yy, estdo proximos de X, e Yy,, valores
aproximados para f;(x,, y,) e f,(X,, y,) podem ser
calculados sem que sejam considerados termos de

ordem mais elevada.
» Como f,(X,, ¥,) =0e fy(x,, Y,) =0:

of;
0 =f1(~’¢19)*1)+(xz_x1)a + (V=)

¢ "\ o

0 =.fi(x1ay1)+(x2x1)a_j + (VY1)

Y12 V)

Ax=x,—x,eAy=y,—-y,

of
oy

0f5
oy

X1s V1

X1s V1



Método de Newton: Duas Equagoes NL

» Como x, e Yy, estdo proximos de X, e Yy,, valores
aproximados para f;(x,, y,) e f,(X,, y,) podem ser
calculados sem que sejam considerados termos de
ordem mais elevada.

» Como f,(X,, ¥,) =0e fy(x,, Y,) =0:

of, of,

o A Ay = S
YV ASERG!

of, 0f .

Ox %x-l_é‘-_y_ Ay = =f,(x,¥1)




Método de Newton: Duas Equagoes NL

» [Essas equacOes formam um sistema de duas equacoes

nao-lineares. O sistema pode ser solucionado com o

emprego da regra de Cramer:

| o : of;
_fl(xla}’l)ﬁ_s +f2(xlﬂyl.)a_;
Ax = : ALY : XV
J( () fo(x,90))
of1(x1, 1) s
—fo(x1, 1) ] 5;( I +f|(3f|?}’1)a_£
ﬁy = X1 X1, V)
J(f](xpyl)afz(x]a,l"]))
o o
Jty) = det| 0% O J> MATRIZ
E‘ﬁ % JACOBIANA
| Ox 0y




Método de Newton: Duas Equagoes NL

» Uma vez obtidos os valores de Ax e Ay, os valores de x,
ey, sao calculados com:

Xy = X1+ AX

Vo) = Y1+ Ay

» O processo de solugdo continua com o uso de x, e Y,
como a nova estimativa da solucao.

» As IteracOes continuam ate que duas respostas
sucessivas difiram de uma quantidade menor que um
valor desejado.



EXEMPLO 1

» As equacOes da curva catenaria e da elipse, que sao
mostradas na figura: (X, = 2,5, y, = 2,0)

fi(x,y) = y——(e“ e ™% = 0 N

fo(x,y) = 9x°+25)°-225 = 0 ] Q ) |

e 0 2 4 %
X

(=T (S e N &




EXEMPLO 1

»> PASSO 1: CALCULO DO JACOBIANO

/2 ()2

fitey) = y-3e ) =0

£(x,y) = 9x° +25y° =225 = 0

o orogony o By
of of|  Bx oy
J(fiofy) = det 5}" a;} ; o
D “
22 %o e Y22 s
Ox oy



EXEMPLO 1

> PASSO 2: CALCULO DE Ax e Ay: (X, = 2,5, Y, = 2,0)

—fi(xlafl;l)% _ "‘f}z(xlsyl_)% o B —(0,1116)100—(68,75)1
A= J(f',(xl,;ll},jig(x],y])) . _125’096
f1( B J‘I) %
N o G (68,75).(-0.8010) +(0,1116).48
J(fu(xlsyl),fz(xn}ﬁ)) ~125,096
____________________________________; ____________ e : : - s
ﬁ(x y) = y—z( 4T % = ——( e a_]; = 1

I f(xy) = 95" +25)° —225 % _ 18x % _ 50y
L Ja\h ) TR Ay T O By



EXEMPLO 1

> PASSO 2: CALCULO DE Ax e Ay:

o A
—fl(xlafl’l)a . +/5(x1, 1) p} — 0’6388
A_ —_
g JU (e, v, (x5 90))
Lf1( £ J’l) (qf
—f(x1, 1) +/1(xy,
20X, 0 .- e R O 4001

Ay =

JU (X, 1), /(x5 91))

» PASSO 3: CALCULO DE x, eV,
X, = x;+Ax =25+0,6388=31388
Y, =y +Ay =2+0,4001=2,4001




EXEMPLO 1

> PASSO 4: CALCULO DO ERRO:

X2-xX1 31388-25

Erro(x) = =0,2555 > tol
X1 2.9

Erro(y) = 2 — 2’40(2)1_ 2 _ 0,200 > tol
Vi

» PASSO 4: VOLTA AO PASSO 2

REPETE-SE O PROCESSO ATE Erro < tol

*Programa Matlab



Método de Newton: n Equagoes NL
Si(xy, g, o0,

» GERAL

» MATRICIAL

fr(xy, X5, ..

S (Xq5 X5, ...

% 9

ot o

Ox, Ox,
8_x-1 axz .o

Ofu Oy
8x1 8X2 o

x,) =0
Lx,) =0




Método de Newton: n Equagoes NL

» Uma vez obtidos os valores de Axi, os valores de x, e y,
sao calculados com:

X1 iv1 = X1 HAX

X iv1 = X AX,

xn,f+l — xn, 1'+ Axn



Método de Newton: n Equagoes NL

» Algoritmo para o metodo de Newton usado na
solucao de sistemas com n equacoes nao-lineares:

Dado um sistema com 7 equag0es nao-lineares,

Estime (chute) uma solucéo inicial, x, ,, X, ..., X

ni

Calcule o Jacobiano e o valor das fun¢oes no lado direito da Eq.
Resolva a Eq. para Ax,, Ax,,..., Ax,.

9 o o

ox; 0x,  Ox,|[ N
S [ VS I
onoh o |
ox, Ox,  0Ox, 2= 02
e e A )
A AL

0xy Ox,  0x,




Método de Newton: n Equagoes NL

» Algoritmo para o metodo de Newton usado na
solucao de sistemas com n equacoes nao-lineares:

Dado um sistema com 7 equag0es nao-lineares,

Estime (chute) uma solucéo inicial, x, ,, X, ..., X,, .
Calcule o Jacobiano e o valor das fun¢oes no lado direito da Eq.
Resolva a Eq. para Ax,, Ax,,..., Ax,.

Calcule a nova solucao estimada, X, ;, , X, ;, js-es X

n,i+1
X141 = X ;+Ax,
Xy 41 = Xy i+ AX,

xn,f+1 = xn, ] + Axn



Método de Newton: n Equagoes NL

» Algoritmo para o metodo de Newton usado na
solucao de sistemas com n equacoes nao-lineares:

Dado um sistema com 7 equagdes nao-lineares,

Estime (chute) uma solucéo inicial, x; ,, X, ,,..., X

n, i

Calcule o Jacobiano e o valor das fungoes no lado direito da Eq
Resolva a Eq. para Ax,, Ax,,..., Ax,.
Calcule a nova solugdo estimada, X, ,, 1, X, ;, js-es X

n,i+1

Calcule o erro. Se a nova solu¢ao nao for suficientemente precisa, atribua
os valores de X, ;, 1, Xy, jseer Xy i1 @ X jp Xy ooy X, ; € INICIE UMA NOVA ite-
racao comecando do passo 2.



Método de Newton: n Equagoes NL

» Comentarios adicionails :

» O metodo, quando bem-sucedido, converge
rapidamente.

» A nao convergéncia ocorre porque a tentativa inicial
nao esta suficientemente proxima da solucéo.

» Para um grande sistema de equacoes, a determinacao do
Jacobiano pode ser dificil. (analiticamente ou
numericamente)

» Quando o sistema de equacoOes consiste em mais de trées
equacoes, a solucao deve ser feita numericamente.




METODOS DE QUASE-NEWTON



METODOS DE QUASE-NEWTON

> Dessa forma meéetodos numeéricos Ssao
aplicados, tais como:

EE

SISTEMA DE

QUACOES NAO LINEARE

(SOLUCAOQ)

%

[Método de Newton}

|

Método de
Quase-Newton

|

-

~

Newton-Raphson modificado;

-

Método da Secante;

)




Newton-Raphson Modificado



Método de Newton-Raphson Modificado

» A motivacao central dos metodos quase-Newton e
gerar uma seguencia com boas propriedades de
convergéncia, sem no entanto avaliar a matriz
JACOBIANA a cada iteracao, como € necessario no
método de newton.

» O metodo de Newton Modificado requer o calculo da
matriz JACOBIANA apenas na iteracao inicial!

» Porem a taxa de convergéncia quadratica e perdida
(converge mais lentamente a uma taxa linear).



EXEMPLO 2

» Aplicar o método de Newton Modificado a resolucéo
do sistema nao linear F(X) = 0, onde:

F(X):{H y—3=0

» considerando tolerancia €=0,001 , nimero maximo de
Iteracoes k..., = 2 e chute Inicial X=[1; 5].

X2+y?-9=0

max



EXEMPLO 2

> PASSO 1: CALCULO DO JACOBIANO: X=[1; 5]

F(X)_ fl(X,Y):X+y_3

L fa(xy)=x2+y2-9
_(i a_f}.
ox Oy
ox 0Oy

, | 1 1 ] I
JX, Y )= oy 2y :> Jr“ﬂ,x:_;{z 10}10-2:8

J(f1,/2) = det




EXEMPLO 2

> PASSO 2: CALCULO DE Ax e Ay: X,=[1; 5]

fi(x,y)=1+5-3=3 | ] 1
F(X1)= 10 B2 A Jl(x1,x2)=
fa(x,y)=12+52-9=17 - 2 10
eenF wheonZl<(3).(10)+(17).(1)
Ax = oy S ERS! P} _1 625
' J(f (e, v fo(x1, 1)) 8
f]( E J’|) afz
-LH(xL ) ——— o "‘fl(th”l)a _
X1 Vi X1 N (17) (1)+(3) (2) _1 375

Ay =

JU (X, 1), /(x5 91)) o



EXEMPLO 2

> PASSO 2: CALCULO DE Ax e Ay:

of

. 15
—f (“xlvyl)a_v

: of
+f2(X1:J’1.)TI

Ax = R P oy £, — _1’625
' J(1(x, v1), /2(x05 1)
of (X1, v of,
_f:g(xlv}fl)('ﬁ(g;yl) . +fl(xh'vl)§i‘]-h — —1’375

Ay =

TACR TN AT
> PASSO 3: CALCULO DE x, e Y,
X, = x;+Ax  =1-1625=-0,625
y, =y, +Ay =9-1375=3,625



EXEMPLO 2

> PASSO 4: CALCULO DO ERRO:

Xx2-x1  —0,625-1

Erro( x) = =-1,625 > tol
X1 1

Erro(y)= ooy _ 3’625_5 =-0,275 > tol
V1

» PASSO 4: VOLTA AO PASSO 2

REPETE-SE O PROCESSO ATE Erro < tol



EXEMPLO 2

> PASSO 2: CALCULO DE Ax e Ay: X,=[-0,625; 3,625]

F(X1)= fi(x,y)=-0,625+3,625—-3=0
T f2(x,y)=(~0625)2 + 3625 — 9 = 453125

1
J(x1,x2)= 2 10
90 , of
_jl(xlv}’l)a "‘fz(xla}’l)a_y —(0)(7’25)4_(4,53125)(1)
Ax - s o = — 05664
JUf(x, 015 /2(x1,01)) 8
DO Wt NN
= : o L= (4, : + A4

Ay ACRINACED) — ( ) ( ) ( ) ( ) — —0,566

8



EXEMPLO 2

> PASSO 2: CALCULO DE Ax e Ay: X,=[-0,625; 3,625]

B o
_jl(.xl,yl)?y . +/5(x,9) dy |. — 0’5664
Ay =
v J(fi(x, v 0), f5(x,91))
Lf1( > J’l) (qf:’
= fr(x, ¥)) +/f1(xy,
20X, - R R —O 5664

Ay =

J(f1(x,31):5(x, 1))
> PASSO 3: CALCULO DE x, € s

X; = Xy+ AX = 0625+ 05664 = —0,05859
v, =y, +Ay =3625-05664=30586




EXEMPLO 2

> PASSO 4: CALCULO DO ERRO: X,=[-0,625; 3,625]

X3-x2 —005859—(—0625)

Erro( x) = » o =—-0,907 > tol
2 Yy
Erro(y) = y3-y2 _ 3,0586 - 3,625 _ 0156 > tol
Y2 3,625

» PASSO 4: VOLTA AO PASSO 2

REPETE-SE O PROCESSO ATE Erro < tol



EXEMPLO 2: HP, MATLAB...

®* Para k=1 (Primeira iteracao)

FIxHYy=[3 17]* - IF(x1]| = 17.2627 > =

1 17, _[3] 1_[—1152-5]
2 :L:J]H = "li7l T AT o137s

. [-0,625 q




EXEMPLO 2: HP, MATLAB...

* Parak =2 (Segunda iteragao)

F(x*)= [0 4,5313]F — IF(X5)|| = 4,5313 > ¢

1 1 ._ [ O 1_[:3,55-54]

o 10/8%°= [4,5313] 7 AT 05664
—0,0586

:-i:':=[ ] «—— x*=xt4aAxt <

53,0586



METODO DA SECANTE



METODO DA SECANTE

> Este método consiste em calcular as derivadas da matriz
Jacobiana de forma aproximada, com base em 2 Pontos.

F(X(k + 1)) - F(X(K)
X(k + 1) = X(k)

Jk +1) =

> Nesse método as matrizes JACOBIANAS séao
atualizadas a cada Iteracao:



METODO DA SECANTE

» Formula Para o Calculo do JACOBIANO proposta por
BROYDEN (1965):

Jk +1) = Jk) + U®.[XK + 1) - XK)]T

F(X(k + 1)) - F(X() - I(0).[X(k + 1) - X()]
[X(k +1) - X@]T.[X(k +1) - X®]

Uk =



...CONTINUA




