UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
CAMPUS SERTAO
EIXO TECNOLOGIA

UNIVERSIDADE FEDERAL
DE ALAGOAS

Ve Calculo
:> Numeérico

Prof. Dr. Alverlando Ricardo

—

1
w 11

Aula 5: PARTE I: AUTOVALORES &
AUTOVETORES



INTRODUCAO



INTRODUCAO

» Para uma dada matriz [a] (n x n), 0 nuUmero 4 é

AUTOVALOR AUTOVETOR



INTRODUCAO

» Para uma dada matriz [a] (n x n), 0 nuUmero 4 é
um AUTOVALOR da matriz se:

» O vetor [u] € um vetor coluna (ndo nulo) com n
elementos chamado de AUTOVETOR associado
ao autovalor A.



INTRODUCAO

» A EQ. pode ser vista de uma forma mais geral:

> O operador matematico L (multiplicacéo,
diferenciacao, Integracao, etc) aplicado em [u]
(vetor, matriz, funcao, etc) resulta em A vezes [u].



INTRODUCAO

Lu = \u

> O operador matematico L (multiplicacio,
diferenciacao, Integracao, etc) aplicado em [u]
(vetor, matriz, funcao, etc) resulta em 4 vezes [u].

» Por exemplo:



EXEMPLOS DE APLICACAO NA
ENGENHARIA



EXEMPLOS

» AUTOVALORES e AUTOVETORES aparecem
em metodos numericos e tém importancia especial
na CIENCIA E NA ENGENHARIA.



EXEMPLOS

» Genética: Determinacao da Quantidade de
Genotipos em geracOes ao passar do tempo:

Tabela 1. Probabilidades dos Possiveis Genotipos dos Descendentes

Genotipo do Genotipo dos Pais

Descendente | 44 x A4 AA x Aa AA X aa Aa x Aa Aa x aa aa x aa
(AA) 1 e 0 Ya 0 0
(Aa) 0 ) 1 ) ) 0
(aa) 0 0 0 Ya ) 1




EXEMPLOS

» Resolucao de um Sistema Linear de EDO:

A matriz dos coeficientes do sistema é

0 13
- dx b
G et )
\ O polindémio caracteristico €
dy
7 cx + dy + g(1) Af—(u—ﬂ);wf:o
a a :

Que ¢ equivalente a equacao algebrica

aA+brd+c=10



EXEMPLOS

» A curvatura de uma coluna delgada sujeita a uma
carga P pode ser modelada por:

2 [’ [J '
Q=£ (0.0) 1 - y Y
a'xz EI i N
Onde: |
N Y
dzv ) !
——¢a curvatura P
dxj
(L.0) ¥
M ¢é o momento de curvatura P’
E ¢ o modulo de elasticidade
r

I ¢ o momento de inércia da secdo transversal sobre o eixo neutro

szI
L2

Perit =



EXEMPLOS

> Por exemplo, no estudo de VIBRACOES:

» AUTOVALORES =
representam as frequéncias

naturais
>_

» AUTOVETORES = modos
dessas vibracoes.




EXEMPLOS

> Por exemplo, no estudo de VIBRACOES:

» AUTOVALORES =
representam as frequéncias

naturais
>_

» AUTOVETORES = modos
dessas vibracoes.

» Frequéncias naturais: Taxa de vibracdao dos
Materiais. Todos materiais (atomos) vibram!



EXEMPLOS

> Por exemplo, no estudo de VIBRACOES:

D: Response Spectrum B: Static Structural
Directional Deformation Total Deformation
Type: Directional Deformation(Y Axs) Type: Total Deformation
Unit: m Unit: m
Solution Coordinate System Time: 1
Time: 15/11/2014 15:11
15/11/20141515
58389 Max
0,070799 Max 5,1902
0,062932 45414
0,055066 3,8926
0047199 3,2439
0039333 2,5951
0,031466 1,463
0,0236 1,207
0015733 0,64877
0,0078665 0 Min
0 Min
. y
000 50,00 100,00 (m) ‘\ y 50,00 100,00 (m)
| EEaa— ES— X!
25,00 75,00 25,00 75,00
C:Modal C:Modal
Total Deformation 14 Total Deformation 13
Type: Total Deformation Type: Total Deformation
Frequency: 052421 Hz eanency AR e
L ?::1201‘ 15112
15/11/2014 15:12 ’ .
0,00089614 Max
0,00088262 Max 0,00070657
0,00078455 s 0000607
0,00068648 al 0,00059743
0,00058841 0,00049785
0,00049034 0,00039828
0,00039227 0,00029671 -
0,00029421 0,00019914 LB
0,00019614 il
9,8068e-5 )
0 Min

100,00 (m)

25,00 75,00



EXEMPLOS

» Quando a Frequéncia natural é atingida =
RESSONANCIA. Aumentando a amplitude!

» Ponte de Tacoma (Washington,
Estados Unidos), 1940.

https://www.youtube.com/watch?v=mfQk6ac4res




EXEMPLOS

» Na mecanica dos materiais, 0s esforcos principais
sdo o0s autovalores da matriz de tensOes, e as
direcOes principais sao as direcoes dos autovetores
associados.




EXEMPLOS

» Como o Google lista quais sao os sites mais importantes?
(Algoritmo proprio: Autovalor e Autovetor)

Google

como o google lista quais sao os sites mais importantes EE !, Q

Todas Noticias Imagens Videos Shopping Mais Configuractes erramentas

N e TR TR

Aproximadamente 11.500.000 resultados (0,57 segundos)

Os 50 sites mais acessados do Brasil e do mundo | EXAME
https://exame_abril.com.br/_. /os-50-sites-mais-acessados-do-brasil-e-do-mundo/ ~

20 de jun de 2017 - §30 Paulo — No Brasil e no mundo, o Google ainda reina como site mais
acessado da internet, de acordo com a lista de sites Alexa, feita pela Amazon. O buscador, que
funciona como um verdadeiro indice da internet, ocupa as trés primeiras posicdes do ranking brasileiro—
sendo que a segunda fica com ...

Os 50 sites mais acessados do Brasil, segundo o site Alexa - InfoMoney
www._infomoney.com_br/minhas._/sites-mais-acessados-brasil-segundo-site-alexa ~

13 de set de 2013 - Brasil € o pais mais caro para se comprar um iPhone; veja lista completa - Apos
revelagdo dos novos iPhones, Nokia provoca Apple no Twitter - De crianca para crianca: garota de 9
anos impressiona ao criar rede social. SAO PAULO — O site do Google Brasil & a pagina mais
acessada pelos brasileiros, .



Determinacgao: autovalores e autovetores

» Alem da importancia fisica, os autovalores e
autovetores de uma matriz podem representar uma
matriz em forma vetorial, simplificando o
problema.

/I‘(u) — T(U) = .U




Determinacgao: autovalores e autovetores

3 361 (a3 =10l =5

10 |

v

e - 2 10




Determinacao de autovalores e
autovetores



Determinagdo: autovalores e autovetores

» [l]=matriz identidade com as mesmas dimensoes de
[A]

2 I
I

E- [y [ 47=2m

u=[ 9 AV — AIV = 0

(A— 2DV =0

MV = Alv



Determinagdo: autovalores e autovetores

» Observacoes:
[a - AL ][u] =0

» Se a matriz [a — AI] desse sistema homogéneo nao
possulr inversa, a solucao sera trivial [u] = 0.




Determinagdo: autovalores e autovetores

» Observacoes:
[a - AL ][u] =0

» Se a matriz [a — AI] desse sistema homogéneo possulr
Inversa, a solucao sera trivial [u] = 0.

» Por outro lado, se [a — AI] nao possuir inversa
(Determinante de [a — AI] NULO), entdo e possivel
encontrar uma solucao nao-trivial para [u].

detfla—Al] = 0




Determinac¢do: autovalores e autovetores

OBSERVACOES:

» Os autovalores de uma matriz quadrada [A] sao as
raizes da correspondente equacao caracteristica.

» A matriz [A] tem pelo menos um autovalor e no maximo
N autovalores numericamente diferentes.

» Os autovalores devem ser determinados primeiro. Com
oS autovalores determinados, 0S correspondentes
autovetores sao obtidos resolvendo o sistema de
equacoes lineares.




EXEMPLOS 1

» Determinar os autovalores e autovetores da
seguinte Matriz:

-5 2




EXEMPLOS 1

» a) Determinacao dos autovalores:
o3 S
2 -2 X9 X9

2

-

(-5-A(-2-2)-4=0

P +TA+6=0



EXEMPLOS 1

» b) Determinacao dos autovetores:

/12;’.]:—1

-4 2 X B 0

2 —1fx| |0
Solugdo: Para x, qualquer, x, = 2x,. Por exemplo, x, = 1,
entao x, = 2. Um autovetor de A correspondente a A, = -1

g



EXEMPLOS 1

» b) Determinacao dos autovetores:

.&2/112—6

1 2 X1 B 0
2 4|x | |0
Solucao: Para x, qualquer, X, =-0.5 * x,. Por exemplo, X, =

2, entao x, = -1. Um autovetor de A correspondente a A, =
-6 €:



EXEMPLOS 2

> Mostre que 2 é autovalor de: X 31 L_,l :




EXEMPLOS 2

> Mostre que 2 é autovalor de: X 31 ql :
3

1 l

det(A—21) =0

3-2 -1 1
-1 5-2 1
1 1 3-2
i -1 1
=|-1 3 1| =0
i =1 ]




Determinac¢do: autovalores e autovetores

OBSERVACOES:

» A menos que a matriz [A] seja de ordem baixa
ou que tenha muitos elementos iguais a zero, a
expansao direta do determinante para a
determinacao do polindbmio caracteristico €
ineficiente.

> Assim, SOLUCOES NUMERICAS devem ser
utilizadas no calculo do determinante.




Autovalores e Autovetores: Solucoes
Numeéricas



Solucoes Numeéricas

o Solucbes numeéricas: Tais metodos podem ser
divididos em trés grupos

SOLUCOES
NUMERICAS
1 1

Que determinam Que calculam Que calculam
o polindmio caracteristico alguns autovalores todos autovalores

Métodos de Leverrier Método apresentado
e Leverrier-Faddeev anteriormente




Método de Leverrier



Método de Leverrier

Esse método fornece o polindmio caracteristico de uma
matriz [A] de ordem n.

P(AY= (1|2 = p 2 = py a2 == pyd— p, |



Método de Leverrier

» O método considera o teorema de Newton que
relaciona:

os coeficientes de um polinbmio e as somas das poténcias
das suas raizes!!!

COEFICIENTES DO POLINOMIO

/T P NN

P(A) = (=)' 1" = i = pp A2 == bt = Do

NN

RAIZES = AUTOVALORES



Método de Leverrier

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A, A,, ..., A

n
sao os autovalores da matriz A, isto €, se A, A,, .... A, sao
0s zeros do polinbmio e se

& ok
sp =>4, 1<k<n,
i=1

entao, pelo Teorema de Newton, temos que:

kpk:Sk—plSk_l—...—pk_lSl, 1<k<n

NN\

Sy = tr(Ak)



EXEMPLOS 1

» Seja a matriz A dada. Determinar seus autovalores
usando o Método de Leverrier:

11 -1
A=[0 0 1
-1 1 0




EXEMPLOS 1

» Seja a matriz A dada. Determinar seus autovalores
usando o Método de Leverrier:

31 :tf’(A):l

s, =tr(4%), A-A=|-1

sy=tr(4), A*-A=|-1 -1 2 | s3=1




EXEMPLOS 1

pr=s=p =1
2py =S, = P11 = pr =2
3p3 =53 — P15y — Pasi = p3 =—2
Assim:

P(2)=(=1)(& = p&* = pryi— p3)
P(A)= (=11 (X - -21+2)
P(A) ==+ +21-2

» Calcularo
Zero




Métodos que determinam alguns
autovalores



Métodos: calculam alguns autovalores

> Consiste em determinar o autovalor de maior
valor absoluto de uma matriz [A], e seu
correspondente autovetor.

» O metodo é atil na pratica, desde que se tenha
Interesse em  determinar apenas alguns
autovalores, de moddulo grande, e, que estes
estejam bem separados, em modulo, dos demais.

» Por questbes praticas, vamos apresentar a
aplicacao direta do método. Maiores detalhes
sobre o metodo podem ser encontrados nos livros
texto.




EXEMPLOS 2: Método da Poténcia

Usando o metodo das poténcias determinar o autovalor

de maior valor absoluto da seguinte matriz com precisao

de 102 _
30

A= 2
2

-
2
5_

2
4
Solucao:

Tomemos o seguinte valor para y,:

yO:*ﬁ:_F"




EXEMPLOS 2: Método da Poténcia

(4

zp=Ayg=| 6

Y
a; =max|(z; )| =max(4}|6}[11))=11
(0.3636)

y] =—I1= 05455
|

\ /

(2.0908"
Zy = Ayl =[ 3.8182
| 7.5454,




EXEMPLOS 2: Método da Poténcia

Podemos, entdo, calcular a primeira aproximagao para A,.

(), (57503
/15”_(2";—)”_ 6.9995
Vr7.5454

Calculando-se o valor de a,, temos:

oy =max|(z;),|= max([2.0908],3.8182],|7.5454|) = 7.5454

2 2



EXEMPLOS 2: Método da Poténcia

(0.2771)
z, =| 0.5060

L

(1.8313"
Z3 = Ayz =1 3.5662
| 7.1204,

Novamente obtemos uma aproximagao para A,.
() (6.6088"

(2) _\=3)r _
A _@_ 7.0478
"\ 7.1204,




EXEMPLOS 2: Método da Poténcia

Calculando-se o erro relativo, temos:

y 1 (0.13)
\/1%}—,11“}_ 0.07
i

.03

O qual possui todas as componentes maiores que 10-2.
Assim, devemos fazer uma nova iteragao.



EXEMPLOS 3: Poténcia Inversa

Usando o Meétodo da Poténcia Inversa, determinar o
menor autovalor, em modulo, da matriz:

Solucgao:

Tomemos o seguinte valor para y,:

yD:~<1>




EXEMPLOS 3: Poténcia Inversa

Assim: ) ) H |
2 10 1 (0.5715
Azy=yg=|2 5 3|z1=31;=>z2=1-0.1429;
01 6 1) | 0.1905 |

a; =max|(z;),|=0.5715

(1 )
y=—2z; =| —0.2500
| 0.3333 )
0 (1] (0.7024
3|z =9—0.2500 = z, ={—0.4048
6 | 0.3333 | | 0.1230 |

2 1
A32=y1:> 2 5
0 1




EXEMPLOS 3: Poténcia Inversa

Podemos, entao, calcular a primeira aproximacao para a
inversa de A.

) (0.7024
rlz(zz)f‘z 1.6192
YWr10.3690

Calculando-se o valor de a,, temos:

Ay = max‘(z:z )}‘ =0.7024



EXEMPLOS 3: Poténcia Inversa

(2 1 0 1 (0.7377
Azy=y, =2 5 3|z3=1-0.5763} = z3 =:-0.4754}
0 1 6 | 0.1751 | [ 0.1084

Novamente obtemos uma aproximacao para a inversa de

A. ) 0.7377)
A = (“3 ),,, —| 0.8249
Y2)r 106192,

Prosseguindo, encontra-se que a A" = 0.7471. Logo, 0
valor A = 1.3385 é o autovalor de menor valor absoluto de

A.



USO DE FUNCOES RESIDENTES DO
MATLAB PARA DETERMINAR
AUTOVALORES E AUTOVETORES




O COMANDO FZERO

Para determinar o0s autovalores e o0s

autovetores, a funcao residente tem a seguinte
forma:

[V,D] = eig(A)

7 BN

V é uma matriz cujas colunas sao os A € a matriz cujos autovalores
autovetores de A. D € uma matriz devem ser determinados
diagonal cujos elementos diagonais

$a0 0s autovalores



...CONTINUA




