
Parte 2: Espaços Vetoriais: 
Euclidianos e Arbitrários

UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS

CAMPUS DE ENGENHARIAS E CIÊNCIAS 

AGRÁRIAS

Introdução à 
Álgebra Linear

Prof. Dr. Alverlando Silva Ricardo

https://www.pngwing.com/pt/free-png-xxiky

e suas aplicações



Espaços Vetoriais 
Euclidianos:

Espaços Vetoriais Arbitrários X 
Euclidianos:

Um espaço vetorial arbitrário permite apenas soma de 
vetores e multiplicação por escalares.

Um espaço vetorial EUCLIDIANO tem, além disso, um 
produto interno que permite medir comprimento, ângulo, 

distância e ortogonalidade.



Espaços vetoriais com Produto Interno

➢ Mas, os axiomas seguintes, sendo satisfeitos, permitem a

extensão das noções de comprimento, distância, ângulo e

perpendicularidade a espaços vetoriais arbitrários.



Vetores Euclidianos: bi e tri–dimensionais 
(REVISÃO)



Vetores bi, tri e n–dimensionais

➢ Algumas grandezas físicas são

escalares (valor numérico) como

temperatura e comprimento.

Outras, como força e

velocidade, são vetores, pois

também possuem direção e

sentido. Embora esses conceitos

venham da Física e da

Engenharia, aqui os usaremos

para construir estruturas

matemáticas aplicáveis a

diversas áreas, como

Computação, Economia e

Ecologia.



Vetores bi, tri e n–dimensionais

➢ Os engenheiros e os físicos representam vetores em 2

dimensões (no espaço bidimensional) ou em 3 dimensões

(no espaço tridimensional) por setas.



Vetores bi, tri e n–dimensionais

➢ Os engenheiros e os físicos representam vetores em 2

dimensões (no espaço bidimensional) ou em 3 dimensões

(no espaço tridimensional) por setas.

➢ A direção e o sentido da flecha especificam a direção e o

sentido do vetor, e o comprimento da flecha descreve seu

comprimento, ou magnitude.



Vetores bi, tri e n–dimensionais

➢ Geralmente, denotamos vetores com letras minúsculas em

negrito, como a, b, v, w e x, e escalares com minúsculas

em itálico, como a, k, v, w e x. Quando quisermos indicar

que um vetor v tem ponto inicial A e ponto final B, então,

escrevemos:



Vetores bi, tri e n–dimensionais

➢ Existem várias operações algébricas importantes

efetuadas com vetores, todas originando das leis da

Física:



Vetores bi, tri e n–dimensionais



Vetores bi, tri e n–dimensionais



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

Dois ou mais vetores agindo sobre um ponto

podem ser substituídas por um único vetor R

(RESULTANTE) que tem o mesmo efeito sobre o

ponto.



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

A RESULTANTE pode ser determinada por

soluções:

❑ GRÁFICAS/Trigonométricas:

➢ regra do paralelogramo;

➢ triângulo de forças;

➢ Polígono de forças.

❑ ANALÍTICAS:

➢ Componentes retangulares.



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

❑ GRÁFICAS:

➢ regra do paralelogramo:

➢ triângulo de forças;

➢ Polígono de forças.

Cauda com cauda

Se o desenho estiver em escala, é só

medir o tamanho de R.

Caso contrário, aplica-se relações

trigonométricas (Exemplo: 2.1)



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

❑ GRÁFICAS:

➢ regra do paralelogramo;

➢ triângulo de forças: derivado a partir da regra

do paralelogramo.

ponta com cauda



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

❑ GRÁFICAS:

➢ Polígono de forças: regra do triângulo repetida.



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

Mas como calcular a intensidade do vetor

RESULTANTE?
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LEI DOS SENOS E COSSENOS

Mas como calcular a intensidade da força

RESULTANTE?

LEI DOS SENOS LEI DOS COSSENOS



LEI DOS SENOS E COSSENOS

DEMONSTRAÇÃO: LEI DOS SENOS

Demonstração das leis: http://www.ctec.ufal.br/professor/enl/mecsol/Mec.html



LEI DOS SENOS E COSSENOS

DEMONSTRAÇÃO: LEI DOS COSSENOS

Demonstração das leis: http://www.ctec.ufal.br/professor/enl/mecsol/Mec.html



Exemplo 2.1 - BEER

➢ Duas forças P e Q agem em um parafuso.

Determine sua resultante.



Exemplo 2.1 - BEER

➢ RESOLUÇÃO:



Exemplo 2.1 - BEER

➢ Aplicando a Lei dos Cossenos:



Exemplo 2.1 - BEER

➢ Aplicando a Lei dos Cossenos:

➢ Aplicando a Lei dos Senos:



Exemplo 2.1 - BEER

➢ Solução Trigonométrica Alternativa:



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

A RESULTANTE pode ser determinada por

soluções:

❑ GRÁFICAS:

➢ regra do paralelogramo;

➢ triângulo de forças;

➢ Polígono de forças.

❑ ANALÍTICAS:

➢ Componentes retangulares.



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

❑ A princípio é possível encontrar o vetor resultante

aplicando-se sucessivamente a lei do paralelogramo ou

a regra do triângulo.

❑ A ordem da combinação dos vetores originais não altera

a força resultante (a soma de vetores é comutativa).



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

❑ Porém, quando 3 ou mais vetores atuam no ponto, a

aplicação dos métodos Gráficos podem se tornar

onerosas!

❑ Nesse Caso, uma solução ANALÍTICA pode ser obtida

com a chamada DECOMPOSIÇÃO RETANGULAR!



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

❑ ANALÍTICAS: Componentes retangulares.

➢ Estabelecendo direções de decomposição

perpendiculares, o paralelogramo se transforma num

retângulo, o que leva a expressões analíticas simples

para os componentes do vetor.



RESULTANTE DE VÁRIOS VETORES

❑ ANALÍTICAS: Componentes retangulares.

➢ Os componentes do vetor RESULTANTE (R) de um conjunto de

vetores (P, Q, S, etc) concorrentes podem ser determinados

através das somas dos componentes dos vetores envolvidos (Px,

Py), (Qx, Qy), (Sx, Sy) etc.



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

➢ Sabendo que a tração na haste AC vale 638 N,

determine a resultante das três forças

exercidas no ponto A da viga AB.



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

➢ RESOLUÇÃO:



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

➢ RESOLUÇÃO:

FORÇA INTENSIDADE 

(N)

COMPONENTE, x

(N)

COMPONENTE, y

(N)

F1 638 + 462,02 + 439,98

F2 702 - 648,09 - 269,77

F3 450 + 270,82 - 359,39

Total Rx = + 84,75 Ry = - 189,17



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

➢ RESOLUÇÃO:



Vetores bi, tri e n–dimensionais



Vetores bi, tri e n–dimensionais



Vetores n–dimensionais:



Vetores n–dimensionais

➢ No século XX, matemáticos e físicos começaram a explorar

espaços de múltiplas dimensões. A ideia de uma quarta dimensão

(tempo), usada por Einstein na relatividade geral, já é familiar.

Hoje, a teoria das cordas trabalha com 11 dimensões para tentar

unificar as forças da natureza. Aqui, vamos expandir esse conceito

para n dimensões.



Vetores n–dimensionais

➢ No século XX, matemáticos e físicos começaram a explorar

espaços de múltiplas dimensões. A ideia de uma quarta dimensão

(tempo), usada por Einstein na relatividade geral, já é familiar.

Hoje, a teoria das cordas trabalha com 11 dimensões para tentar

unificar as forças da natureza. Aqui, vamos expandir esse conceito

para n dimensões.



Vetores n–dimensionais

➢ Vejamos algumas aplicações típicas que levam a ênuplas.
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Vetores n–dimensionais

➢ Vejamos algumas aplicações típicas que levam a ênuplas.



Vetores n–dimensionais

➢ Vejamos algumas aplicações típicas que levam a ênuplas.



Vetores n–dimensionais



Vetores n–dimensionais

➢ Operações algébricas usando componentes:



Vetores n–dimensionais

➢ Operações algébricas usando componentes:



Vetores n–dimensionais

➢ Combinação Linear: Operações de adição,

subtração e multiplicação por escalar são usadas,

com frequência, em combinação para formar

novos vetores:



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes

➢ Norma: denotamos o comprimento de um vetor v

pelo símbolo ||v|| e dizemos que este é a norma, o

comprimento ou a magnitude de v (sendo que o

termo “norma” é um sinônimo matemático

comum para comprimento).



Conceitos Importantes

➢ Vetor unitário: Um vetor de norma 1 é

denominado vetor unitário. Esses vetores são úteis

para especificar uma direção quando o

comprimento não for relevante para o problema

em consideração.



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes

➢ Distância entre dois vetores (u e v) em Rn:



Conceitos Importantes

➢ Ângulo entre u e v:



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes

➢ Ortogonalidade:



Conceitos Importantes
➢ Aprende-se na Geometria Analítica que tanto a reta quanto o plano

são representados pela equação vetorial:



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes

➢ Produto vetorial:



Conceitos Importantes

➢ Produto vetorial:



Conceitos Importantes

➢ Produto vetorial:



Conceitos Importantes

➢ Produto vetorial:



Conceitos Importantes

➢ O produto vetorial em formato de determinante:



Conceitos Importantes

➢ O produto Misto:



Conceitos Importantes

➢ O produto Misto:



Conceitos Importantes
➢ Interpretação geométrica de determinantes (2x2 e 3x3):



Conceitos Importantes
➢ Os vetores são coplanares:



Conceitos Importantes

Maiores informações podem ser encontradas:



Espaços Vetoriais Arbitrários



Espaços Vetoriais Reais



Espaços Vetoriais Reais

➢ Nesta seção, vamos usar as propriedades dos vetores em

Rn como axiomas. Isso significa que, se um conjunto de

“objetos” obedecer a essas propriedades (como adição e

multiplicação por escalar), podemos tratá-los como

vetores.

➢ “Objetos” são elementos que seguem as mesmas

operações dos vetores. Se obedecerem aos axiomas dos

vetores, podem ser tratados como vetores em Rn.



Espaços Vetoriais Reais

➢ Dos 10 axiomas apresentados, 8 são propriedades de

vetores em Rn.

➢ É importante lembrar que não se demonstra axiomas; os

axiomas são hipóteses que servem como ponto de partida

para provar teoremas.



Espaços Vetoriais Reais

➢ Axiomas de espaço vetorial:



Espaços Vetoriais Reais
Definição Simplificada de Espaço Vetorial:

Imagine um conjunto de “ferramentas matemáticas” (objetos), como: números,

vetores, matrizes, funções, polinômios, setas, etc. Esse conjunto é chamado de

espaço vetorial se duas operações básicas funcionarem nele:

• Adição: Se você pegar dois elementos do conjunto e somá-los, o resultado

também está no conjunto.

Exemplo: Somar 3 e 5 (números reais) dá 8, que é um número real. Ou, se você

somar duas setas (com direção e comprimento), o resultado é outra seta.

• Multiplicação por Escalares: Se você multiplicar qualquer elemento do conjunto

por um número (chamado de escalar), o resultado também pertence ao conjunto.

Escalar: Em termos simples, é o “número” que “escalona” o vetor, aumentando ou
diminuindo o seu tamanho (ou invertendo sua direção, se for negativo), mas sem
alterar a “natureza” do vetor em si.



Espaços Vetoriais Reais
Definição Simplificada de Espaço Vetorial:

Imagine um conjunto de “ferramentas matemáticas” (objetos), como: números,

vetores, matrizes, funções, polinômios, setas, etc. Esse conjunto é chamado de

espaço vetorial se duas operações básicas funcionarem nele:

• Adição: Se você pegar dois elementos do conjunto e somá-los, o resultado

também está no conjunto.

Exemplo: Somar 3 e 5 (números reais) dá 8, que é um número real. Ou, se você

somar duas setas (com direção e comprimento), o resultado é outra seta.

• Multiplicação por Escalares: Se você multiplicar qualquer elemento do conjunto

por um número (chamado de escalar), o resultado também pertence ao conjunto.

Exemplo: Multiplicar 4 por 2 resulta em 8, que é um número real. Multiplicar uma

seta por 3 a deixa três vezes maior, mas ainda é uma seta.

Quando essas operações seguem certas regras (como comutatividade, associatividade,

etc.), podemos tratar os elementos desse conjunto como vetores. Essa ideia ajuda a

organizar e resolver problemas usando as mesmas propriedades dos vetores que já

conhecemos.



Espaços Vetoriais Reais

➢ Axiomas de espaço vetorial:



Espaços Vetoriais Reais

➢ Nos exemplos seguintes, utilizamos quatro passos básicos

para mostrar que um conjunto com duas operações é um

espaço vetorial.



EXEMPLO 1

❖ EXEMPLO 1: O espaço vetorial nulo

➢ Seja V um conjunto que consiste num único objeto, que

denotamos 0, e definamos que no conjunto V:

0 0 0 ... u=0 ... 0 0 0 0 0 
0 0 0 ... v=0 ... 0 0 0 0 0 
0 0 ... w=0 ... 0 0 0 0 ...

V



EXEMPLO 1

❖ EXEMPLO 1: O espaço vetorial nulo

➢ Passo 1: Identifique o conjunto V de objetos.

Seja V um conjunto que consiste num único objeto, que

denotamos V = {0}.



EXEMPLO 1

❖ EXEMPLO 1: O espaço vetorial nulo

➢ Passo 2: Identifique as operações de adição e

multiplicação por escalar.



EXEMPLO 1

❖ EXEMPLO 1: O espaço vetorial nulo

➢ Passo 3: Verifique a validade dos Axiomas 1 e 6;

✓ Axioma 1: Se u e v são objetos em V, então u + v é um

objeto que pertence a V.

Pegando dois elementos de V = {u; v}. Como em V todo

elemento é 0, logo u + v = 0 + 0 = 0, pertence a V.

✓ Axioma 6: Se “a” for qualquer escalar e u um objeto em

V, então a.u deve ser um objeto em V.

Logo a.u = a.0 = 0, que pertence a V.



EXEMPLO 1

❖ EXEMPLO 1: O espaço vetorial nulo

➢ Passo 4: Confirmar os Axiomas 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 e 10.

✓ Axioma 2: u + v = v + u.

u + v = 0 + 0 = 0 e v + u = 0 + 0 = 0, logo u + v = v + u, ou

seja 0 = 0; assim, a soma é comutativa.



EXEMPLO 1

❖ EXEMPLO 1: O espaço vetorial nulo

➢ Passo 4: Confirmar os Axiomas 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 e 10.

✓ Axioma 3: u + (v + w) = (u + v) + w.

0 + (0 + 0) = (0 + 0) + 0

0 + (0) = (0) + 0

0 + 0 = 0 + 0

0 = 0 

(Portanto a adição é associativa)



EXEMPLO 1

✓ Axioma 4: Existe um objeto 0 em V, denominado vetor

nulo de V, ou vetor zero, tal que 0 + u = u + 0 = u, com

qualquer u em V.

0 + u = u + 0

0 + 0 = 0 + 0

0 = 0 = u



EXEMPLO 1

✓ Axioma 5: Dado qualquer u em V, existe algum objeto -u,

denominado negativo de u, tal que u + (- u) = (- u) + u = 0.

u + (-u) = (-u) + 0

0 + 0 = 0 + 0

0 = 0 = u

Obs.: No espaço vetorial nulo 
V={0}, o único elemento é 0! 

Ou seja, -u=0



EXEMPLO 1

✓ Axioma 7: a(u + v) = au + av.

a(u + v) = au + av

a(0 + 0) = a0 + a0

a0 = 0 + 0 

0 = 0  



EXEMPLO 1

✓ Axioma 8: (a + b)u = au + bu.

(a + b)u = au + bu

αu= 0 + 0

0 = 0 Obs.: Por definição, a soma entre 
escalares (a + b) resulta em um 
escalar α, e por definição, no 

problema, todo escalar α⋅0=0. 



EXEMPLO 1

✓ Axioma 9: a(bu) = (ab)u.

a(bu) = (ab)u 

a(b0) = α0

a0 = α0

0 = 0  

Obs.: Por definição, a 
multiplicação entre escalares (ab)

resulta em um escalar α, e por 
definição, no problema, todo 

escalar a.0 = α⋅0 = 0. 



EXEMPLO 1

✓ Axioma 10: 1u = u.

1u = u 

au= u

0 = 0 Obs.: Por definição, 1 é escalar. 
Logo por definição, no problema, 

todo escalar a.0 = 0. 



EXEMPLO INCOMUM



EXEMPLO 2

❖ EXEMPLO 2: Para o item a seguir considere:

➢ Seja V = {(x, y, z), onde x = 1, y ∈ ℝ, z > 0}

e suponha que as operações de adição e multiplicação por

escalar desse espaço vetorial são, respectivamente:

• (u + v) = (1, y1, z1) + (1, y2, z2) = (1, y1 + y2, z1. z2)

• a(1, y, z) = (1, ay1, z1
a)



EXEMPLO 2

❖ EXEMPLO 2:

➢ Passo 1: Identifique o conjunto V de objetos.

Seja V = {(x, y, z), onde x = 1, y ∈ ℝ, z > 0}



EXEMPLO 2

❖ EXEMPLO 2:

➢ Passo 2: Identifique as operações de adição e

multiplicação por escalar.

• (u + v) = (1, y1, z1) + (1, y2, z2) = (1, y1 + y2, z1. z2)

• a(1, y, z) = (1, ay1, z1
a)



EXEMPLO 2 

❖ EXEMPLO 2: Passo 3: Verifique a validade dos Axiomas

1 e 6;

✓ Axioma 1: Se u e v são objetos em V, então u + v é um

objeto que pertence a V.

(u + v) = (1, y1, z1) + (1, y2, z2) = (1, y1 + y2, z1. z2)

1 pertence a V A soma de dois números reais (y1

+ y2) resulta em um número real, 
logo (y1 + y2) pertence a V

A multiplicação de dois números 
reais positivos (z1. z2) resulta em 
um número real positivo, logo (z1

+ z2) = z1. z2  pertence a V

Seja V = {(x, y, z), onde x = 1, y ∈ ℝ, z > 0}



EXEMPLO 2 

❖ EXEMPLO 2: Passo 3: Verifique a validade dos Axiomas

1 e 6;

✓ Axioma 6: Se “a” for qualquer escalar e u um objeto em

V, então a.u deve ser um objeto em V.

Seja V = {(x, y, z), onde x = 1, y ∈ ℝ, z > 0}

a(1, y, z) = (1, ay1, z1
a)

x=1 pertence a V A multiplicação de um escalar por 
um numero real gera um numero 

real, logo a(y1) pertence a V

A número real positivo (z1) 
elevado a um escalar resulta em 
um número real positivo, logo 

(z1
a) pertence a V



EXEMPLO 2

❖ EXEMPLO 2:

➢ Passo 4: Confirmar os Axiomas 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 e 10.

✓ Axioma 2: u + v = v + u.

(u + v) = (v + u) 

(1, y1, z1) + (1, y2, z2) = (1, y2, z2) + (1, y1, z1) 

(1, y1 + y2, z1. z2) = (1, y2 + y1, z2. z1) 

(u + v) = (v + u) 

Seja V = {(x, y, z), onde x = 1, y ∈ ℝ, z > 0}

A ordem das somas e do produto não altera resultado, logo:



EXEMPLO 2

❖ EXEMPLO 2:

➢ Passo 4: Confirmar os Axiomas 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 e 10.

✓ Axioma 3: u + (v + w) = (u + v) + w.

u + (v + w) = (u + v) + w

(1, y1, z1) + ((1, y2, z2) + (1, y3, z3)) = ((1, y1, z1) + (1, y2, z2)) + (1, y3, z3) 

(1, y1, z1) +(1, y2 + y3, z2. z3) = (1, y1 + y2, z1. z2) + (1, y3, z3) 

(1, y1 + y2 + y3, z1 .z2. z3) = (1, y1 + y2 + y3, z1. z2 .z3)  

u + (v + w) = (u + v) + w

Logo:



EXEMPLO 2

✓ Axioma 4: Existe um objeto 0 em V, denominado vetor

nulo de V, ou vetor zero, tal que 0 + u = u + 0 = u, com

qualquer u em V.

✓ Axioma 5: Dado qualquer u em V, existe algum objeto -u,

denominado negativo de u, tal que u + (- u) = (- u) + u = 0.

0 + u = u + 0

(1, 0, 1) + (1, y1, z1) = (1, y1, z1) + (1, 0, 1)

(1, 0+y1, 1.z1) = (1, y1 + 0, z1.1)

(1, y1, z1) = (1, y1 , z1) = u

u + (-u) = (-u) + u = 0

(1, y1, z1) + (1, -y1, 1/z1) = (1, -y1, 1/z1) + (1, y1, z1)

(1, y1 + (-y1), z1/z1) = (1, (-y1) + y1 , z1/z1)

(1, 0, 1) = (1, 0 , 1) = 0

Elemento NULO: O 
vetor zero nesse 

espaço

Elemento Oposto



EXEMPLO 2

✓ Axioma 7: a(u + v) = au + av.

✓ Axioma 8: (a + b)u = au + bu.

a(u + v) = au + av

a((1, y1, z1) + (1, y2, z2)) = a(1, y1, z1) + a (1, y2, z2))

a (1, y1 + y2, z1. z2) = (1, ay1, z1
a) + (1, ay2, z2

a)

(1, a(y1+ y2), (z1 z2)
a) = (1, ay1+ ay2, z1

a z2
a)

(1, ay1+ ay2, z1
a z2

a) = (1, ay1+ ay2, z1
a z2

a)

(a + b)u = au + bu

(a + b) (1, y1, z1) = a(1, y1, z1) + b(1, y1, z1)

(1, (a+b)y1, z1
(a+b)) = (1, ay1, z1

a) + (1, by1, z1
b)

(1, (a+b)y1, z1
(a+b)) = (1, ay1+ by1, z1

a z1
b)

(1, (a+b)y1, z1
(a+b)) = (1, (a+b)y1, z1

a+b)



EXEMPLO 2

✓ Axioma 9: a(bu) = (ab)u.

✓ Axioma 10: 1u = u.

a(bu) = (ab)u 

a(b (1, y1, z1) ) = (ab) (1, y1, z1) 

a(1, by1, z1
b) = (1, (ab)y1, z1

(ab))

(1, aby1, z1
ab) = (1, aby1, z1

ab) 

1u = u 

1 (1, y1, z1) = (1, y1, z1) 

(1, 1y1, z1
1) = (1, y1, z1)Elemento unitário



Outros Exemplos



Outros Exemplos



Outros Exemplos



Outros Exemplos



Outros Exemplos



PROPRIEDADES DE VETORES

➢ Teorema sobre espaços vetoriais arbitrários:



Subespaços



Subespaços

➢ Um subconjunto W de um espaço vetorial V é

denominado subespaço de V se W for um espaço vetorial

por si só com as operações de adição e multiplicação por

escalar definidas em V.



Subespaços

Em geral, devemos verificar os 

10 axiomas de espaço vetorial 

para mostrar que um conjunto 

W com duas operações forma 

um espaço vetorial.



Subespaços

No entanto, se W for parte de 

um espaço vetorial V 

conhecido, então certos 

axiomas não precisam ser 

verificados



Subespaços

➢ Os axiomas que NÃO são herdados por W são:



Subespaços
➢ Contudo, segue do teorema seguinte que se os Axiomas 1

e 6 valerem em W, então os Axiomas 4 e 5 valem em W

como uma consequência e, portanto, não precisam ser

verificados!



EXEMPLO 3

➢ Seja V um espaço vetorial V = {(x, y, z), onde x = 1, y ∈
ℝ, z > 0}

e suponha que as operações de adição e multiplicação por

escalar desse espaço vetorial são, respectivamente:

• (u + v) = (1, y1, z1) + (1, y2, z2) = (1, y1 + y2, z1. z2)

• a(1, y, z) = (1, ay1, z1
a)

Verifique se o subconjunto S = {(x, y, z) ∈ V, z = 2y} é

subespaço vetorial de V.



EXEMPLO 3 

✓ Axioma 1: Se u e v são objetos em V, então u + v é um

objeto que pertence a V.

(u + v) = (1, y1, 2y1) + (1, y2, 2y2) = (1, y1 + y2, 2y1. 2y1)

1 pertence a V A soma de dois números reais (y1

+ y2) resulta em um número real, 
logo (y1 + y2) pertence a V

A multiplicação de dois números 
reais positivos (2y1) resulta em um 

número real positivo, logo (2y1. 

2y1 pertence a V

Seja V = {(x, y, z), onde x = 1, y ∈ ℝ, z > 0}

Verifique se o subconjunto S = {(x, y, z) ∈ V, z = 2y} é

subespaço vetorial de V.



EXEMPLO 3 

✓ Axioma 6: Se “a” for qualquer escalar e u um objeto em V, então a.u

deve ser um objeto em V.

Seja V = {(x, y, z), onde x = 1, y ∈ ℝ, z > 0}

a(1, y, 2y) = (1, ay1, 2
ya)

x=1 pertence a V A multiplicação de um escalar por 
um numero real gera um numero 

real, logo a(y1) pertence a V

A número real positivo elevado a 
um escalar resulta em um 

número real positivo, logo (z1
a) 

pertence a V

Verifique se o subconjunto S = {(x, y, z) ∈ V, z = 2y} é

subespaço vetorial de V.



COMBINAÇÃO LINEAR DOS VETORES



COMBINAÇÃO LINEAR DOS VETORES

➢ Às vezes, queremos encontrar o “menor” subespaço de

um espaço vetorial V que contenha todos os vetores de

algum conjunto que nos interesse.

w = a1v1 + a2v2 + ... arvr

V



COMBINAÇÃO LINEAR DOS VETORES

w = a1v1 + a2v2 + ... arvr

V

v1  v2 ... vr



Subespaço W Gerado por S (W=ger(S))

W1 = a1w1+ a2w2 + ... anwn

.

.

.

Wn = k1w1+ k2w2 + ... knwn

V

W
w1 w2 ... wr

S



Subespaço W Gerado por S (W=ger(S))



EXEMPLO 4 

Considere os vetores u = (1, 2, 1) e v = (6, 4, 2). Mostre

que w = (9, 2, 7) é uma combinação linear de u e v e que

w’ = (4, -1, 8) não é uma combinação linear de u e v.



EXEMPLO 4 

Considere os vetores u = (1, 2, 1) e v = (6, 4, 2). Mostre

que w = (9, 2, 7) é uma combinação linear de u e v e que

w’ = (4, -1, 8) não é uma combinação linear de u e v.

Para que w seja uma combinação linear de u e v, devem

existir escalares k1 e k2 tais que w = k1u e k2v, ou seja,



EXEMPLO 4 

Igualando componentes correspondentes, obtemos:



EXEMPLO 4 

Analogamente, para que w’ seja uma combinação linear

de u e v, devem existir escalares k1 e k2 tais que w’ = k1u

e k2v, ou seja:



EXEMPLO 4 

Igualando componentes correspondentes, obtemos:

Esse sistema de equações é inconsistente, de modo que

não existem tais escalares k1 e k2. Consequentemente, w’

não é uma combinação linear de u e v.



EXEMPLO 5 

Determine se v1 = (1, 1, 2), v2 = (1, 0, 1) e v3 = (2, 1, 3)

geram o espaço vetorial R3.



EXEMPLO 5 

Determine se v1 = (1, 1, 2), v2 = (1, 0, 1) e v3 = (2, 1, 3)

geram o espaço vetorial R3.

Devemos determinar se um vetor arbitrário b = (b1, b2, b3)

em R3 pode ser expresso como uma combinação linear.



EXEMPLO 5 

Como o det(A) = 0, o sistema NÃO

é POSSIVEL e Determinado (tem

mais que uma solução), logo v1, v2 e

v3 não geram R3!



Independência Linear (LI) e Dependência 
Linear (LD) 



V

CONJUNTO LI E LD

Uma das nossas tarefas nesta seção é desenvolver

maneiras de descobrir se um vetor ou mais de um

conjunto S é uma combinação linear dos demais vetores

em S.

v = k1v1 + k2v2 + ... knvn

S
v1 v2 ... vr



CONJUNTO LI E LD

Se o det(A) = 0, o sistema NÃO é

POSSIVEL e Determinado (tem mais

que uma solução), logo será LD.

Se o det(A) ≠ 0, o sistema é

POSSIVEL e Determinado (tem uma só

solução), e se for a trivial, logo será LI.



CONJUNTO LI E LD

De forma bem simples:

•Conjunto Linearmente Independentes (LI): Nenhum elemento de

S pode ser escrito como combinação de todos os outros. Ou seja, não

existe uma forma de somar múltiplos de alguns deles para obter outro

do grupo.

•Vetores Linearmente Dependentes (LD): Há pelo menos um

elemento que pode ser escrito como combinação dos outros. Isso

significa que há "repetição de informação", ou seja, um vetor não

adiciona nada de novo ao conjunto.



EXEMPLO 1 – (LI / LD) 

Determine se os vetores são linearmente

independentes ou dependentes em R3.



EXEMPLO 1 – (LI / LD) 

Determine se os vetores são linearmente

independentes ou dependentes em R3.



EXEMPLO 1 – (LI / LD) 

Como o det(A) = 0, o sistema NÃO é POSSIVEL e

Determinado (tem mais que uma solução), logo existem

soluções não triviais e os vetores são LD!



EXEMPLO 2 – (LI / LD) 

Determine se os polinômios são linearmente

independentes ou dependentes em P2.



EXEMPLO 2 – (LI / LD) 

Determine se os polinômios são linearmente

independentes ou dependentes em P2.



EXEMPLO 2 – (LI / LD) 

Como o det(A) = 0, o sistema NÃO é POSSIVEL e

Determinado (tem mais que uma solução), Assim, o conjunto

{p1, p2, p3} é linearmente dependente!



EXEMPLO 3 – (LI / LD) 

Determine se as funções são linearmente

independentes ou dependentes em F(-∞, ∞).

k1x + k2sen(x) = 0

O sistema tem apenas a solução trivial (k1 = k2 = 0). Assim, o

conjunto {f1, f2} é linearmente independente!



EXEMPLO 3 – (LI / LD) 

Determine se as funções são linearmente

independentes ou dependentes em F(-∞, ∞).

k1sen(2x) + k2sen(x) cos(x) = 0

k12sen(x)cos(x) + k2sen(x) cos(x) = 0

k1 = - k2 /2

O sistema tem além da solução trivial (k1 = k2 = 0) tem outra

solução (k1 = -k2/2). Assim, o conjunto {f1, f2} é linearmente

dependente!



CONJUNTO LI E LD – Wronskiano



CONJUNTO LI E LD – Wronskiano

ADVERTÊNCIA: A recíproca do Teorema é falsa. 

Se o wronskiano for identicamente zero (W(x)=0), então nada pode ser concluído sobre a 

independência linear, podendo esse conjunto de vetores ser LI ou LD



CONJUNTO LI E LD – Para Funções



CONJUNTO LI E LD – Para Funções



CONJUNTO LI E LD



CONJUNTO LI E LD



Bases e Dimensão



Bases e Dimensão

Na Geometria Analítica, usamos sistemas de coordenadas

retangulares, onde os eixos são perpendiculares entre si.

Isso facilita a localização de pontos e a representação de

objetos no espaço.



Bases e Dimensão

Já na Álgebra Linear, podemos definir sistemas de

coordenadas de uma forma mais geral, utilizando vetores

em vez de eixos fixos. Esses vetores não precisam ser

perpendiculares, desde que possamos usá-los para

descrever qualquer ponto no espaço..



Bases e Dimensão

Além disso, ao trabalhar com coordenadas, costumamos

usar a mesma unidade de medida em todos os eixos para

evitar distorções.



Bases e Dimensão

No entanto, em algumas aplicações práticas, como

gráficos de temperatura ao longo do tempo (onde um eixo

representa segundos e outro graus Celsius), essa

uniformidade não é necessária.



Bases e Dimensão

Para acomodar esse nível de generalidade, deixamos de

exigir que os vetores sejam unitários, e utilizamos

“vetores de base”. Eles são fundamentais porque:

• Definem a direção dos eixos e a escala do espaço.

• Permitem descrever qualquer vetor como uma

combinação deles.



Bases e Dimensão

Para que um conjunto de vetores seja uma base, ele deve

atender a dois critérios:

• Linearmente Independentes (LI): Nenhum vetor de

base pode ser formado combinando os outros.

• Geram o Espaço: Qualquer vetor do espaço pode ser

escrito como uma combinação dos vetores de base.



Bases e Dimensão

V

S
v1 v2 ... vr



Bases e Dimensão

V

S
v1 v2 ... vr



Bases e Dimensão

Observação Importante:

• A base canônica de Rn tem n vetores e que, portanto, a

base canônica de R3 tem três vetores, a base canônica

de R2 tem dois vetores, e a base canônica de R1 tem um

vetor.



Bases e Dimensão

Teorema fundamental: Todas as bases de um espaço

vetorial de dimensão finita têm o mesmo número de

vetores.



Bases e Dimensão

Teorema fundamental: Todas as bases de um espaço vetorial de

dimensão finita têm o mesmo número de vetores.



Bases e Dimensão

Teorema fundamental: Todas as bases de um espaço vetorial de dimensão finita

têm o mesmo número de vetores.



Bases e Dimensão

DEFINIÇÃO 1:

A dimensão de um espaço vetorial de dimensão finita V é

denotada por dim(V) e é definida como o número de

vetores numa base de V.

Além disso, definimos o espaço vetorial nulo como tendo

dimensão zero.



Bases e Dimensão

DEFINIÇÃO 1:

A dimensão de um espaço vetorial de dimensão finita V é denotada por dim(V) e

é definida como o número de vetores numa base de V. Além disso, definimos o

espaço vetorial nulo como tendo dimensão zero.



Bases e Dimensão

DEFINIÇÃO 1:

A dimensão de um espaço vetorial de dimensão finita V é denotada por dim(V) e

é definida como o número de vetores numa base de V. Além disso, definimos o

espaço vetorial nulo como tendo dimensão zero.



Bases e Dimensão

EXEMPLO 1:

a) Mostre que os vetores v1 = (1, 2, 1), v2 = (2, 9, 0) e v3

= (3, 3, 4) formam uma base de R3.

b) Encontre o vetor de coordenadas de v = (5, -1, 9) em

relação à base S = {v1, v2, v3}. E qual a dimensão de

S.

c) Encontre o vetor em R3 cujo vetor de coordenadas em

relação à base S é (v)S = ( -1, 3, 2).



Bases e Dimensão

EXEMPLO 1:

a) Mostre que os vetores v1 = (1, 2, 1), v2 = (2, 9, 0) e v3 =

(3, 3, 4) formam uma base de R3.



Bases e Dimensão



Bases e Dimensão

EXEMPLO 1:

b) Encontre o vetor de coordenadas de v = (5, -1, 9) em

relação à base S = {v1, v2, v3} e qual a dimensão de S.

Precisamos primeiro expressar v como uma combinação linear dos vetores em S,

ou seja, precisamos encontrar valores de c1, c2 e c3, tais que:

• dim(S) e é definida como o número de vetores da base. Logo dim(S)

= 3



Bases e Dimensão



Bases e Dimensão

EXEMPLO 1:

c) Encontre o vetor em R3 cujo vetor de coordenadas em

relação à base S é (v)S = ( -1, 3, 2).



Bases e Dimensão

EXEMPLO 2: Encontre uma base para o subespaço S =

{(a, b, c, d) ∈ R4; a - 2b = 0, c = 3d; b e d ∈ R}. E qual a

dimensão de S?



Bases e Dimensão

EXEMPLO 2: Encontre uma base para o subespaço S =

{(a, b, c, d) ∈ R4; a - 2b = 0, c = 3d; b e d ∈ R}. E qual a

dimensão de S?

Se a – 2b = 0 ➔ a = 2b e c = 3d, logo:

S = (2b, b, 3d, d);

S = b(2, 1, 0, 0) + d(0, 0, 3, 1).

• Vamos Verificar se B = {(2, 1, 0, 0) e (0, 0, 3, 1)} é

uma base de S (ou seja, se é LI e se gera S).

• dim(S) é definida como o

número de vetores da base B.

Logo dim(S) = 2.



Bases e Dimensão

EXEMPLO 2: Encontre uma base para o subespaço S =

{(a, b, c, d) ∈ R4; a - 2b = 0, c = 3d; b e d ∈ R}. E qual a

dimensão de S?
Verificar se B é LI:

Para ser LI deve-se mostrar que c1v1 + c2v2 = 0 tem apenas a

solução trivial:

c1v1 + c2v2 = 0

c1(2, 1, 0, 0) + c2(0, 0, 3, 1) = (0, 0, 0, 0)

2c1 + 0c2 = 0

c1 + 0c2 = 0

0c1 + 3c2 = 0

0c1 + c2 = 0

Note que o sistema tem apenas a solução trivial: c1 = c2 = 0, logo a 

base é LI!



Bases e Dimensão

EXEMPLO 2: Encontre uma base para o subespaço S =

{(a, b, c, d) ∈ R4; a - 2b = 0, c = 3d; b e d ∈ R}. E qual a

dimensão de S?
Verificar se a B gera S:

Para isso, deve-se mostrar que c1v1 + c2v2 = (2b, b, 3d, d) (gera o

R4):

bv1 + dv2 = v

b(2, 1, 0, 0) + d(0, 0, 3, 1) = (2b, b, 3d, d)

Note que qualquer vetor (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝑆 pode ser escrito como: (𝑎, 𝑏, 

𝑐, 𝑑) = 𝑏(2,1,0,0) + 𝑑(0, 0, 3, 1) = 𝑏𝑣1+𝑑𝑣2.

Isso prova que qualquer vetor de S pode ser gerado por uma 

combinação linear dos vetores (2, 1, 0, 0) e (0, 0, 3, 1).



Bases e Dimensão

EXEMPLO 3: Considere o R2 munido das operações

usuais e os vetores v1 = (1, -3) e v2 = (2, 4). Mostre que o

conjunto B = {v1, v2} é base do R2. E encontre as

coordenadas do vetor v = (5, -9) na base B.



Bases e Dimensão

EXEMPLO 3: Considere o R2 munido das operações usuais e os vetores v1 = (1, -

3) e v2 = (2, 4). Mostre que o conjunto B = {v1, v2} é base do R2. E encontre as

coordenadas do vetor v = (5, -9) na base B.

Verificar se B é LI:

Para ser LI deve-se mostrar que c1v1 + c2v2 = 0 tem apenas a

solução trivial:

c1v1 + c2v2 = 0

c1(1, -3) + c2(2, 4) = (0, 0)

c1 + 2c2 = 0

-3c1 + 4c2 = 0

Note que o det(A) = 10, o sistema tem apenas uma solução! E além 

disso, a solução é a trivial: c1 = c2 = 0, logo a base é LI!



Bases e Dimensão

EXEMPLO 3: Considere o R2 munido das operações usuais e os vetores v1 = (1, -

3) e v2 = (2, 4). Mostre que o conjunto B = {v1, v2} é base do R2. E encontre as

coordenadas do vetor v = (5, -9) na base B.

Verificar se B gera o R2:

Para isso deve-se mostrar que c1v1 + c2v2 = (b1, b2):

c1v1 + c2v2 = (b1, b2)

c1(1, -3) + c2(2, 4) = (b1, b2)

c1 + 2c2 = b1

-3c1 + 4c2 = b2

Note que o det(A) = 10, logo o sistema é possível e determinado e 

possui apenas uma solução! Logo, B gera o R2! 

Obs.: Em 𝑅n, um conjunto de n vetores LI automaticamente gera Rn!



Bases e Dimensão

EXEMPLO 3: Considere o R2 munido das operações usuais e os vetores v1 = (1, -

3) e v2 = (2, 4). Mostre que o conjunto B = {v1, v2} é base do R2. E encontre as

coordenadas do vetor v = (5, -9) na base B.

Encontrar as coordenadas do vetor v = (5, -9): (v)s:

Para isso deve-se mostrar que c1v1 + c2v2 = v:

c1v1 + c2v2 = (5, -9)

c1(1, -3) + c2(2, 4) = (5, -9)

c1 + 2c2 = 5

-3c1 + 4c2 = -9

c1 =  19/5            e             c2 = 3/5

Logo (v)s = (19/5 ; 3/5)! 



Bases e Dimensão

EXEMPLO 4: Considere o espaço vetorial V e encontre

uma base para V e determine a dimensão de V:

V= 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

∈ 𝑀 2,2 ; 𝑎 − 𝑑 = 0; 𝑏 = 2𝑐



Bases e Dimensão

EXEMPLO 4: Considere o espaço vetorial V e encontre uma base para V:

V= 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

∈ 𝑀 2,2 ; 𝑎 − 𝑑 = 0; 𝑏 = 2𝑐

Se a – d = 0 ➔ a = d e b = 2c, logo:

V= 
𝑑 2𝑐
𝑐 𝑑

= 𝑑
1 0
0 1

+ 𝑐
0 2
1 0

• Vamos Verificar se B = {
1 0
0 1

;
0 2
1 0

} é uma base

do M(2,2) (ou seja, se é LI e se gera S).

• Se for Base, então a dim(V) é definida como o número

de vetores da base B. Logo dim(V) = 2.



Bases e Dimensão

EXEMPLO 4: Considere o espaço vetorial V e encontre uma base para V:

V= 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

∈ 𝑀 2,2 ; 𝑎 − 𝑑 = 0; 𝑏 = 2𝑐

Verificar se B é LI:

Para ser LI deve-se mostrar que c1M1 + c2M2 = 0 tem apenas a

solução trivial:

c1M1 + c2M2 = 0

c1

1 0
0 1

+ c2

0 2
1 0

=  
0 0
0 0

c1 + 0c2 = 0

0c1 + 2c2 = 0

0c1 + c2 = 0

c1 + 0c2 = 0

Note que o sistema tem apenas a solução trivial: c1 = c2 = 0, logo a 

base é LI!



Bases e Dimensão

EXEMPLO 4: Considere o espaço vetorial V e encontre uma base para V:

V= 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

∈ 𝑀 2,2 ; 𝑎 − 𝑑 = 0; 𝑏 = 2𝑐

Verificar se a B gera V:

Para isso, deve-se mostrar que c1M1 + c2M2 = M (gera o M(2,2)):

dM1 + cM2 = M

d
1 0
0 1

+ c
0 2
1 0

=  
𝑑 2𝑐
𝑐 𝑑

Note que qualquer matriz ∈ V pode ser escrito como: 
𝑑 2𝑐
𝑐 𝑑

= d

1 0
0 1

+ c
0 2
1 0

= dM1+cM2.

Isso prova que qualquer vetor de V pode ser gerado por uma 

combinação linear das referidas matrizes.



Bases e Dimensão

EXEMPLO 5: Explique por que os vetores dados não são

uma base do espaço vetorial dado:



Bases e Dimensão

EXEMPLO 5: Explique por que os vetores dados não são

uma base do espaço vetorial dado:



Bases e Dimensão

EXEMPLO 5: Explique por que os vetores dados não são

uma base do espaço vetorial dado:



Bases e Dimensão



Bases e Dimensão

EXEMPLO 5: Explique por que os vetores dados não são

uma base do espaço vetorial dado:



Mudança de bases



Mudança de bases

Uma base conveniente para um problema pode não ser

conveniente para um outro, de forma que é um

procedimento comum no estudo de espaços vetoriais a

mudança de uma base para uma outra.



Mudança de bases

• A matriz P na Equação (7) é denominada matriz de transição de

B para B’.

• As colunas de P de uma base velha para uma base nova são os

vetores de coordenadas da base velha em relação à base nova.



Mudança de bases



Mudança de bases



Mudança de bases

Passo 1: Definir as bases



Mudança de bases

Passo 2: Encontrar a matriz de transição PB’→B



Mudança de bases

Passo 3: Encontrar a matriz de transição PB→B’



Mudança de bases

Passo 4: Aplicar a Mudança de Base



Mudança de bases

Passo 4: Aplicar a Mudança de Base



EXERCÍCIOS



...
CONTINUA na Parte 3
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