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Espacos Vetoriais Arbitrarios X
Euclidianos:

Um espaco vetorial arbitrario permite apenas soma de
vetores e multiplicacao por escalares.

Um espaco vetorial EUCLIDIANO tem, além disso, um
produto interno que permite medir comprimento, angulo,
distancia e ortogonalidade.



Espacos vetoriais com Produto Interno

» Mas, 0s axiomas seguintes, sendo satisfeitos, permitem a
extensao das nocoes de comprimento, distancia, angulo e
perpendicularidade a espacos vetoriais arbitrarios.

DEFINICAO 1  Um produto interno num espaco vetorial real V é uma funcio que as-
socia um numero real (i, v) a cada par de vetores em V de tal maneira que os seguintes
axiomas sao satisfeitos por quaisquer vetores u, v e w de V e qualquer escalar a.

1. (u,v) = (v,u) [Axioma de simetria]

2. (ut+v,w) = (u,w) + (v, w) [Axioma de aditividade]

3. (au,v) = a(u,v) [Axioma de homogeneidade]
4. (v,v)=0e(v,v) =0se es0se,v=10 [Axioma de positividade]

Um espaco vetorial real com um produto interno é chamado espaco com produto in-
terno real.



Vetores Euclidianos: bi e tri-=dimensionais
(REVISAO)



Vetores bi, tri e n—dimensionais

» Algumas grandezas fisicas sao
escalares (valor numérico) como
temperatura e comprimento.—
Outras, como forca

e
velocidade, sdo vetores, pois *
também possuem direcdo e

sentido. Embora esses conceitos
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Vetores bi, tri e n—dimensionais

» Os engenheiros e os fisicos representam vetores em 2
dimensoes (no espaco bidimensional) ou em 3 dimensoes
(no espaco tridimensional) por setas.




Vetores bi, tri e n—dimensionais

» A direcao e o sentido da flecha especificam a direcdo e o
sentido do vetor, e o comprimento da flecha descreve seu
comprimento, ou magnitude.
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Vetores bi, tri e n—dimensionais

» (Geralmente, denotamos vetores com letras minusculas em
negrito, como a, b, v, w e X, e escalares com minusculas
em italico, como a, k, v, w e x. Quando quisermos indicar
gue um vetor v tem ponto inicial A e ponto final B, entao,
escrevemos:
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Vetores bi, tri e n—dimensionais

» Existem varias operacOes algébricas importantes
efetuadas com vetores, todas originando das leis da
Fisica:



Vetores bi, tri e n—dimensionais

Multiplicacao por escalar Se v for um vetor nao nulo do espaco bi ou tridimensional
e k, um escalar nao nulo, entao o miiltiplo escalar de v por k, denotado por kv, € o vetor
de mesma direcdo do que v, mas cujo comprimento € |k| vezes o comprimento de v e
cujo sentido € 0 mesmo que o de v se k for positivo e o oposto do de v se k for negativo.
Se k = 0 ou v = 0, entdo definimos kv como sendo 0.

(—1)v= —v

2v (=3)v



Vetores bi, tri e n—dimensionais

Regra do paralelogramo para a adicdo vetorial Se v e w forem vetores no espaco bi
ou tridimensional posicionados de tal modo que seus pontos iniciais coincidam, entao
os dois vetores formam lados adjacentes de um paralelogramo, e a soma v + w € o ve-
tor representado pela flecha desde o ponto inicial comum de v e w até o vértice oposto
do paralelogramo (Figura 3.1.4a).

Regra do tridngulo para a adicdo vetorial Se v e w forem vetores no espaco bi ou
tridimensional posicionados de tal modo que o ponto inicial de w € o ponto terminal de
v, entdo a soma v + w € o vetor representado pela flecha desde o ponto inicial de v até
o ponto terminal de w (Figura 3.1.4b).

V+ W
V+WwW W+ Vv

Figura 3.1.4 (b) (¢)



RESULTANTE DE VARIOS VETORES

Dois ou mais vetores agindo sobre um ponto
podem ser substituidas por um udnico vetor R
(RESULTANTE) que tem o mesmo efeito sobre o

ponto.
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RESULTANTE DE VARIOS VETORES

A RESULTANTE pode ser determinada por

solucoes: v,

d GRAFICAS/Trigonométricas: /= ="/ |
> regra do paralelogramo; &y
» triangulo de forcas; -

> Poligono de forcas. (r—7"

3 ANALITICAS:
» Componentes retangulares.



RESULTANTE DE VARIOS VETORES

0 GRAFICAS:
» regra do paralelogramo:

i ;>
—
P

A7
V 4
l ) h‘,:‘,: ¥
-/.,:/.' :

A=

Se 0 desenho estiver em escala, é so
medir o tamanho de R.

Caso contrario, aplica-se relacoes
trigonomeétricas (Exemplo: 2.1)

Cauda com cauda



RESULTANTE DE VARIOS VETORES

d GRAFICAS:

» triangulo de forcas: derivado a partir da regra
do paralelogramo.

Q

b)

ponta com cauda




RESULTANTE DE VARIOS VETORES

O GRAFICAS:
» Poligono de forcas: regra do triangulo repetida.

Fig. 2.12 s
ig S 5



RESULTANTE DE VARIOS VETORES

Mas como calcular a iIntensidade do vetor
RESULTANTE?



LEI DOS SENOS E COSSENOS

Mas como calcular a Intensidade do vetor
RESULTANTE?

-4
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LEI DOS SENOS E COSSENOS

Mas como calcular a iIntensidade do vetor
RESULTANTE?

-4

LEI DOS SENOS LEI DOS COSSENOS

b _ a _ c
sen(j3) sen(a) sen(y)




LEI DOS SENOS E COSSENOS

Mas como calcular a iIntensidade da forca
RESULTANTE?

-4

LEI DOS SENOS LEI DOS COSSENOS

a/v b
) “ /\
% B o
‘ C
d

a® = b? + ¢ - 2bc.cos(a)

b _ a _ c 2 — 24 2
sen(B) sen(c) sen(y) b® = @ + ¢* - 2ac.cos(p)
c® = b® + a® - 2ab.cos(y)




LEI DOS SENOS E COSSENOS

DEMONSTRACAOQ: LEI DOS SENOS

Sabemos que: Sabemos que:
b=-a+c b=a + c
Do produto vetorial: Do produto vetorial:
bxa=(a+c)xa bxc=(a+c)xc
bxa=-axa+cxa bxc=cxc+axc
Pela definigcdo de produto vetorial: Pela definigdo de produto vetorial:
laxal=0 lcxec|=0
b x al| = basen(y) |b x c|= bcsen(o)
lc x a|= casen(180-p) la x c|= acsen(180-p3)
Logo, teremos que: Logo, teremos que:
basen(y) = casen(180-B) besen(a) = acsen(180-p)
bsen(y) = csen(3) bsen(a) = asen(p)
b a C

sen(p) sen(at) sen(y)

Demonstracdo das leis: http://www.ctec.ufal.br/professor/enl/mecsol/Mec.html|



LEI DOS SENOS E COSSENOS

DEMONSTRACAO: LEI DOS COSSENOS

Sabemos que:
a=b +c
Do produto escalar, temos:
a a-=a’
a°=(b+c) (b+c)=bb+bc+cb+cc
a® = b%+c?+2bc
Pela definigdo de produto escalar:
b-c = bc.cos(180° - o)
b-c = bc.[-cos(a)]
Teremos que:
a® = b% + ¢° - 2bc.cos(a)

Demonstracdo das leis: http://www.ctec.ufal.br/professor/enl/mecsol/Mec.html|



Exemplo 2.1 - BEER

» Duas forcas P e Q agem em um parafuso.
Determine sua resultante.




Exemplo 2.1 - BEER

> RESOLUCAO:
Q=60 N

\ 20°

P =40 N

AT




Exemplo 2.1 - BEER

» Aplicando a Lei dos Cossenos: 5

R/ () - 60 N
R> = P> + Q® — 2PQ cos B
R* = (40 N)* + (60 N)* — 2(40 N)(60 N) cos 155°
R =9773 N




Exemplo 2.1 - BEER

» Aplicando a Lei dos Cossenos: 5

R/ () - 60 N
R> = P> + Q® — 2PQ cos B
R* = (40 N)* + (60 N)* — 2(40 N)(60 N) cos 155°
R =9773 N

» Aplicando a Lel dos Senos:
sin A sin B sin A sin 155°

O R 60N  97.73N

(60 N) sin 155°
97.73 N

sin A =

A = 15.04° a = 20° + A = 35.04°



Exemplo 2.1 - BEER

» Solucao Trigonomeétrica Alternativa:

CD = (60 N) sin 25° = 25.36 N
BD = (60 N) cos 25° = 54.38 N

o
15.04° \(ygﬁm

o, _ 2536N -
WA T 9438 N N
95.36
R = =22 R =
sin A

a = 20° +A = 35.04°

97.73 N

R = 97.7TN A35.0°




RESULTANTE DE VARIOS VETORES

A RESULTANTE pode ser determinada por
solucoes:

d ANALITICAS:
» Componentes retangulares.



RESULTANTE DE VARIOS VETORES

A A principio é possivel encontrar o vetor resultante
aplicando-se sucessivamente a lel do paralelogramo ou
a regra do triangulo.

Aplicagdo sucessivada le/ -
do paralelogramo: -,

d A ordem da combinacao dos vetores originais nao altera
a forca resultante (a soma de vetores € comutativa).



RESULTANTE DE VARIOS VETORES

A Porem, quando 3 ou mais vetores atuam no ponto, a
aplicacdo dos meétodos Graficos podem se tornar
onerosas!

1 Nesse Caso, uma solucido ANALITICA pode ser obtida
com a chamada DECOMPOSICAO RETANGULAR!

)

e = Bl . ,
Fa=80NK 90 F, =150 N

-




RESULTANTE DE VARIOS VETORES

3 ANALITICAS: Componentes retangulares.

» Estabelecendo direcoes de decomposicao
perpendiculares, o paralelogramo se transforma num
retangulo, o que leva a expressdes analiticas simples
para 0s componentes do vetor.

Y

by =Fy] F= FX * Fy
_________ _] — f.\ - — ~
vl F =Fi |F,=Fcost
| — A
j | Y (F —Eand
_1 \o : F,=Fj kFy F sin 6’)



RESULTANTE DE VARIOS VETORES

3 ANALITICAS: Componentes retangulares.

» Os componentes do vetor RESULTANTE (R) de um conjunto de
vetores (P, Q, S, etc) concorrentes podem ser determinados
através das somas dos componentes dos vetores envolvidos (P,,

Py)1 (Qx1 Qy)a (SX, Sy) etc.

R=(P,+0,+5)i+(P,+0,+5,)

o 7 A\

R, R,



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

» Sabendo que a tracao na haste AC vale 638 N,
determine a resultante das trés forcas

exercidas no ponto A da viga AB.
210 cm




Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre
» RESOLUCAO: y

638 N
arctan(@J =43,6°
o o)
ctan| — [=22.6°
arc an[lzJ H3°
702 N 430N

R_=638-c0s43,6° +702-c0s202,6° +450-cos307°
R_=84,7N
R, =638-51n43,6° +702-s1n202,6° +450-sin 307"
R, =-189,2N



Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre

> RESOLUCAO:

FORCA INTENSIDADE COMPONENTE, x | COMPONENTE,y
(N) (N) (N)
F, 638 +462,02 | +439,98
F, 702 - 648,09 - 269,77
F, 450 +270,82 | -359,39
Total  |Rx=+84,75|Ry = - 189,17




Exemplo Notas de Aula Prof. Nobre
> RESOLUCAO:

A 84,7 N

65,90

189 2 N ¥.......¥ 207 3 N

R=R +R> = R=2073N

R.
G = arctan[R—“) = 0=-659°

X



Vetores bi, tri e n—dimensionais

As vezes, precisamos considerar vetores cujos pontos iniciais nao estao na origem. Se

_% ® ® & 4 4 A
PP, denota o vetor de ponto inicial P,(x,, y,) e ponto final P,(x,, y,), entdo os componen-
tes desse vetor sdo dados pela férmula

%. -
PP, =x,—x,y, = ¥) (4)

—>
PP, = —X,Y,— Y12 — 2)



Vetores bi, tri e n—dimensionais

> Encontrando os componentes de um vetor

Os componentes do vetor v = P P, de ponto inicial P (2, —1, 4) e ponto terminal
P,(7,5, —8) sao

v=T-2,5—(—1),(—8 —4)=(5,6,—-12) <




Vetores n—dimensionais:



Vetores n—dimensionais

» No seculo XX, matematicos e fisicos comecaram a explorar
espacos de multiplas dimensdes. A ideia de uma quarta dimensao
(tempo), usada por Einstein na relatividade geral, ja € familiar.
Hoje, a teoria das cordas trabalha com 11 dimensdes para tentar
unificar as forcas da natureza. Aqui, vamos expandir esse conceito
para n dimensoes.



Vetores n—dimensionais

DEFINICAO 1 Se n for um inteiro positivo, entdo uma énupla ordenada ¢ uma se-
quéncia de n numeros reais (v, v, . . ., v,). O conjunto de todas as €énuplas ordenadas
€ denominado o espaco de dimensdo n e é denotado por R".



Vetores n—dimensionais

» \Vejamos algumas aplicacoes tipicas que levam a énuplas.



Vetores n—dimensionais

» \Vejamos algumas aplicacoes tipicas que levam a énuplas.

e Dados Experimentais — Um cientista realiza uma série de experimentos e toma n
medicoes numéricas a cada realizacao do experimento. O resultado de cada experi-
mento pode ser pensado como um vetory = (y,, ¥, ..., y,)em R, noqual y, y,, ...,
v, $ao os valores medidos.

1,1
L0 1 a Umidade inicial = X2
T Reumidificagao lenta
0.9 4 Velocidade do ar = 4,0 m/s
0.8 - A O 40°C
= 0] % ® 45°C
z ] 3 A 50°C
2 06 ‘g0
g /9
2 05- /9
5 1 A0
< {),4- o O
[} b A
B 034 2 . O
2 2
S 0.2 2 ;
0.1 - . n R &
1 n
0.0 - R o p
0,1 T T T ) T T T T T y T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700

Tempo [min]



Vetores n—dimensionais

» \Vejamos algumas aplicacoes tipicas que levam a énuplas.

e Transporte e Armazenamento — Uma companhia nacional de transporte de cargas tem
15 terminais com depdsitos de armazenamento de carga e oficinas de manutencdo de
seus caminhdes. Em cada instante de tempo, a distribui¢ao dos caminhdes nos terminais
pode ser descrita por uma 15-upla x = (x,, x,, . . ., x;5) na qual x, € o nimero de cami-
nhoes no primeiro terminal, x, € o nimero de caminhdes no segundo terminal e assim
por diante.




Vetores n—dimensionais

» \Vejamos algumas aplicacoes tipicas que levam a énuplas.

e Circuitos Elétricos — Um certo tipo de microprocessador eletronico € projetado para
receber quatro voltagens de entrada e produzir trés voltagens em resposta. As voltagens
de entrada podem ser consideradas como vetores de R'e as de resposta, como vetores
de R’. Assim, o microprocessador pode ser visto como um aparelho que transforma cada
vetor de entrada v = (v,, v,, U4, v,) de R" num vetor de resposta w = (w,, w,, w,) de R’.

-
-

A\
o DR
-
-
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Vetores n—dimensionais

» \Vejamos algumas aplicacoes tipicas que levam a énuplas.

e Imagens Digitalizadas — Uma maneira pela qual sdo criadas as imagens coloridas
nas telas dos monitores de computadores € associar a cada pixel (que € um ponto
enderecavel da tela) trés numeros, que descrevem o matiz, a saturacdo e o brilho do
pixel. Assim, uma imagem colorida completa pode ser vista como um conjunto de
5-uplas da forma v = (x, y, Ak, s, b) na qual x e y sao as coordenadas do pixel na tela
e h, s e b sao 0o matiz (com a inicial do termo em inglés hue), a saturacao e o brilho.

| Edtar Cores
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Vetores n—dimensionais

» \Vejamos algumas aplicacoes tipicas que levam a énuplas.

e Sistemas Mecanicos — Suponha que seis particulas se movam ao longo da mesma
reta coordenada de tal modo que, no instante ¢, suas coordenadas sejam x,, X,, . . . , X,
e suas velocidades, v, v,, . . ., U, respectivamente. Essa informacao pode ser repre-

sentada pelo vetor
V = (X}, Xy, X35 Xys X5, Xy Uy Uy, U,y Uy, Us, Ug, 1)

13 - . . ’, .
de R . Esse vetor € denominado o estado do sistema de particulas no instante 7.

?



Vetores n—dimensionais

Nota historica O fisico Albert Einstein, nascido na Alemanha, emi-
grou aos Estados Unidos da Ameérica em 1935, onde se estabeleceu
na Princeton University. Einstein trabalhou sem éxito durante as trés ulti-
mas décadas de sua vida na tentativa de produzir uma teoria do campo
unificado, que estabeleceria uma relagao subjacente entre as forgas da
gravidade e do eletromagnetismo. Recentemente, os fisicos progredi-
ram no problema utilizando uma nova abordagem, conhecida como a
teoria das cordas. Nessa teoria, os componentes menores e indivisiveis
do universo nédo sdo particulas, mas lagos que se comportam como cor-
das vibrantes. Enquanto o universo espago-tempo de Einstein era de
dimenséo 4, as cordas vivem num mundo de dimenséao 11, que é o foco
de muita pesquisa atual.

[Imagem: ©Betmann/©Corbis]

Albert Einstein
(1879-1955)



Vetores n—dimensionais
» Operacoes algebricas usando componentes:

Sev=(1,—3,2)ew=(4,2,1), entdao

v+w=(5 —1,3), 2v=(2,—6,4)
—w=(—4,-2,-1), V—wWwW=v+(—w)=(-3,-3,1) «



Vetores n—dimensionais
» Operacoes algebricas usando componentes:

O préximo teorema resume as propriedades mais importantes das operacdes vetoriais.

TEOREMA 3.1.1 Seu, v e w sdo vetores em R" e se k e m sdo escalares, entdo:
(a) u+v=v-+u

() m+Vv)+w=u-+(v+w)

(¢c) ut0=0+u-+nu

(d) u+ (—u) =0

(e) k(v+ w)=kv+ kw

(f) (k+ m)v=kv + mv

(g) k(mu) = (km)u

(h) lu=u

TEOREMA 3.1.2 Se v é um vetor em R" e se k é um escalar, entdo:
(a) Ov =10

(b) kKO =0

(c) (—1)v=—v



Vetores n—dimensionais

» Combinacao Linear: OperacOes de adicao,
subtracao e multiplicacao por escalar sao usadas,
com frequencia, em combinacao para formar
novos vetores:

DEFINICAO 4 Dizemos que um vetor w em R" é uma combinacdo linear dos vetores

V,V,,...,V.emR" sew puder ser expresso na forma
em que k, k,, . . ., k, sdo escalares. Esses escalares sdo denominados coeficientes da

combinacdo linear. No caso em que r = 1, a Férmula (14) se torna w = kv, de modo
uma combinacao linear de um vetor sO € simplesmente um multiplo escalar desse vetor.



Conceitos Importantes



Conceitos Importantes

» Norma: denotamos o comprimento de um vetor v
pelo simbolo ||v|| e dizemos que este é a norma, o
comprimento ou a magnitude de v (sendo que o
termo “norma” €& um sIinONIMO matematico

comum para comprimento).

DEFINICEO 1 Sev=(v,v,,...,v,) forum vetor em R, entdo a norma de v (tam-
bém denominada comprimento ou magnitude de v) é denotada por ||v|| e definida pela
férmula

V=V +0 + 02 4+ 0 (3)



Conceitos Importantes

» Vetor unitario. Um vetor de norma 1 é
denominado vetor unitario. Esses vetores sao Uteis
para especificar uma direcao quando o
comprimento nao for relevante para o problema
em consideracao.



Conceitos Importantes

> Normalizando um vetor

Encontre o vetor unitario u que tem a mesma direcao e sentidode v = (2, 2, —1).

Solucao O vetor v tem comprimento

IVl = v2" +2° 4+ (1) =3
Assim, por (4), temos
u = %(21 2:1 _1) — (% %1 _%)

O leitor pode querer confirmar que |jul| = 1. <«




Conceitos Importantes

Y . : y 2 3 g
Os vetores unitarios  Quando introduzimos um sistema de coordenadas retangulares em R™ ou R, dizemos que
candnicos  0s vetores unitarios nas direcdes positivas dos eixos coordenados sdo os vefores unitdrios
e 2 ~
canodnicos. Em R”, esses vetores sdo denotados por

i=(,0 e j=(@O1
e, em R3, sao denotados por
i=(1,0,0, j=@0,1,0) e k=(0,0,1)

: 2 3
(Figura 3.2.2). Cada vetor v = (v,, v,) em R" e cada vetor v = (v,, U,, U;) em R" pode ser
expresso como uma combinacao linear dos vetores unitdrios candnicos, escrevendo

(a)
v=(v,,vz)=v,(1,0)+vz(0, 1)=U|i+vzj (5)

v = (0,0, 0, =0,(1,0,0) +v,0,1,0) + v,0,0,1) =vji+uv,j+vk (6)

(0,0, 1)

Além disso, podemos generalizar essas férmulas para R" definindo os vetores unitdrios
candnicos em R"

: 10} e, =(1,0,0,...,0), €,=(0,1,0,...,0),..., e =(0,00,....,1) (7
(1,0,0)

caso em que cada vetor v = (v,, U,, . .., U,) em R" pode ser expresso como
(b)

Figura 3.2.2 V= (0 055 005 0) = Uj@; T U8+ -0+ e (8)

nn



Conceitos Importantes

» Distancia entre dois vetores (u e v) em R™

DEFINICAO 2 Seu = (u,, , . . ., u)ev= (v, 0y ..., v,) forem pontos em R",
entao denotamos a distancia entre u e v por d(u, v), que definimos por

du,v)=u—v|=vu, -0, + (=0, +-+ @, —v) (11)

> Calculando distancia em R’
Se

u=(1,3,-2,7 e v=1(0,7,2,2)

entao a distanciaentreue v é

du,v) =1 =0 + 3 =77 +(=2—=2Y + (7—2) =+/58 <«



Conceitos Importantes
> Angulo entre u e v:

~ ~ 2 3 R
DEFINICAO 3 Se u e v forem vetores ndo nulos em R” ou R e se 6 for o dngulo entre
u e v, entdo o produto escalar (também denominado produto interno euclidiano) de u

e v € denotado por u - v e definido por
u-v = |[ul||v|]| cos & (12)

Seu = 0 ou v = (), definimos u - vcomo sendo 0.

O sinal do produto escalar revela uma informacao sobre o angulo 6 que pode ser ob-
tida reescrevendo a Férmula (12) como

u-v

cosf = (13)

[Faf|flvl

Como 0 = 0 = 7, segue da Férmula (13) e das propriedades da fun¢do cosseno estudadas

na Trigonometria que
e féagudoseu-v=>0.

e féobtusoseu-v <0. " u o
e O=m/2seu-v=0. 0 y .
4‘, A W
u 6

O angulo 0 entre u e v satisfaz 0 = 0 = 7.




Conceitos Importantes

(0,0, k)
ug

(k, k, k)

L.

>
(0, k. 0)

(k. 0,0)
Figura 3.2.6

u, y

Observe que o angulo 6 obtido
no Exemplo 6 nio envolve k. Por
que 1sso € o esperado?

> Um problema de geometria resolvido com produto
escalar

Encontre o angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas.

Solucdao Seja k o comprimento de uma aresta e introduza um sistema de coordenadas
retangulares conforme indicado na Figura 3.2.6. Denotando u, = (k, 0, 0), u, = (0, &, 0)
eu, = (0,0, k), entao o vetor

d=(kk,k)=u, +u, + u,
¢ a diagonal do cubo. Segue da Formula (13) que o angulo € entre d e a aresta u, satisfaz

0s 0 — u -d . kz . |
w3 V3

Com a ajuda de uma calculadora, obtemos

0 ( : ) 54,74° <
= arccos | — | = 54,
V3

u-v
f = arccos (—)
|| |[v]]
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Nota histérica A notacao de produto escalar foi introduzi-
da pelo matematico e fisico norte-americano J. Willard Gibbs
num panfleto distribuido entre seus alunos da Universidade
de Yale nos anos 1880. Originalmente, o produto era escrito
como um ponto final na altura da linha, ndo centrado vertical-
mente como hoje em dia, sendo denominado produto direto.
O panfleto de Gibbs acabou sendo incorporado num livro inti-
tulado Vector Analysis, que foi publicado em 1901 por Gibbs
com coautoria de um de seus alunos. Gibbs fez contribuicées
importantes na teoria dos campos de Termodinamica e Eletro-
magnetismo e € geralmente considerado o maior fisico norte-
-americano do século XIX.

[Imagem: The Granger Collection, New York]

JosiahWillard Gibbs
(1839-1903)
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DEFINICAO 4 Seu = (u, u,...,u)ev=(v,Uv,,...,v,) forem vetores em R,
entio o preduto escalar (também denominado produto interno euclidiano) deuev é
denotado por u - v e definido por

Em palavras, para calcular o
produto escalar (produto inter-
no euclidiano), multiplicamos
componentes correspondentes
dos vetores e somamos os pro-
dutos resultantes.

u-v=uv, +uu,---+up (17)

nn

> Calculando produtos escalares usando componentes
(a) Use a Formula (15) para calcular o produto escalar dos vetores u e v do Exemplo 5.

(b) Calcule u - v com os vetores em R
u=(—1,357)., v=(—-3—410
Solucdo (a) Em termo de componentes, temosu = (0,0, 1) e v = (0, 2, 2). Assim,
u-v=0)0)+ (0)2)+ (1)2)=2
que confere com o resultado obtido no Exemplo 5.
Solucdo (b)
u-v=(=1(=3)+G)—=4) +S)1) +(NH0)= -4 <

No caso especial em que u = v na Definicio 4, obtemos a relacio Propriedades algébricas do

" s s 5 roduto escalar
Vev=0 v+ 4 o) = v ag P

Isso fornece a férmula seguinte para expressar o comprimento de um vetor em termos do
produto escalar.

IVl = ~/V-v (19)
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TEOREMA 3.2.3 Se u, v e W forem vetores em R" e se a for um escalar, entdo
(a) 0-v=v-.-0=0

(b)) (m+vVvV)-w=u-wt+v.w

(c)u(V—WwW)=u-v—u-w

(d) (W—V) - W=u+W—V-+W

(e) au+v)=u-(av)

Mostremos como o Teorema 3.2.2 pode ser usado para provar a parte (b) sem passar para
os componentes dos vetores. As outras provas sao deixadas como exercicios.

Prova (b)
(u+v)-w=w-(u+v) [Por simetria]
= W-+U-+ W-+V [Pordistributividade]

= U*W+YV+W [Porsimetria)
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u-v
f = arccos ( )
I

u-v
~1 < <1
v

TEOREMA 3.2.4 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Sew = (uy, s, ..., u,)ev=(,0,,...,V,) foremvetores em R", entdo
lu- v < [fulf{jv] (22)

ou, em termos de L'(}HIP(JHEHTE'S,

2, 2 2,112
U, +uv, +---+up,| =@ +u,+---+u,)

n- n

W+ v+ ---+v)"” (23)
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Hermann Amandus
Schwarz
(1843-1921)

o Y DN
Viktor Yakovlevich
Bunyakovsky
(1804-1889)

Nota historica A desigualdade de Cauchy-Schwarz ho-
menageia o matematico francés Augustin Cauchy (ver pa-
gina 109) e o matematico alemao Hermann Schwarz. Varia-
¢coes dessa desigualdade aparecem em muitas situacoes
distintas e sob varios nomes. Dependendo do contexto em
que a desigualdade ocorre, pode ser chamada de desigual-
dade de Cauchy, desigualdade de Schwarz ou, as vezes,
até desigualdade de Bunyakovsky, em reconhecimento ao
matematico russo que publicou sua versao da desigualda-
de em 1859, cerca de 25 anos antes de Schwarz.
[Imagens: Wikipedia]
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Uma aplicacao do produto escalar ao numeros do ISBN

Embora o sistema tenha sido alterado recentemente, a maioria
dos livros publicados nos tltimos 25 anos possui um indicativo
numérico utilizado internacionalmente para a identificacio de
livros, que consiste em dez digitos, denominado ISBN (das ini-
ciais em inglés, International Standard Book Number). Os nove
primeiros digitos desse nimero estdo divididos em trés grupos:
O primeiro grupo representa o pais ou grupo de paises no qual se
originou o livro, o segundo identifica a editora que o publicou, e
o terceiro identifica o titulo do préprio livro. O décimo e dltimo
digito, denominado digito de verificacao, ¢ calculado a partir dos
nove primeiros e € utilizado para garantir que nao haja erro numa
transmissdo eletronica do ISBN, digamos, pela Internet.

Para explicar como isso € feito, considere 0s nove primeiros
digitos do ISBN como um vetor b de R’ e seja a o vetor

a=1(1,2,3,4,5,6,7,8,9)

Entdo o digito de verificacdo c € calculado pelo procedimento se-
guinte.
1. Calcule o produto escalar a + b.

2. Divida a - b por 11, produzindo um resto ¢, que € um inteiro
entre 0 e 10, inclusive. O digito de verificacdo ¢ tomado como

sendo ¢, com a ressalva de trocar 10 por X para evitar mais de
um digito.

Por exemplo, o ISBN do Novo Aurélio Século XXI é
85-209-1010-6

com um digito de verificacdo igual a 6. Isso € consistente com 0s
nove primeiros digitos do ISBN, pois

a-b=1(1,2,3,4,5,6,7,8,9)-(8,5,2,0,9,1,0,1,0) = 83

Dividindo 83 por 11, obtemos um quociente de 7 e um resto de 6,
de modo que o digito de verificacdo é ¢ = 6. Se uma loja de uma
rede de livrarias encomendar o Aurélio por meio de um pedido
transmitido eletronicamente ao deposito, entdo o depdsito pode
usar esse procedimento para verificar se o digito de verificacio é
consistente com os nove primeiros digitos transmitidos e, assim,
reduzir a possibilidade de erro na remessa.
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» Ortogonalidade:

DEFINICAO 1 Dizemos que dois vetores ndo nulos u e vem R” sdo ortogonais (ou
perpendiculares) se u - v = 0. Também convencionamos que o vetor nulo em R" é
ortogonal a cada vetor em R". Um conjunto nio vazio de vetores em R" é denominado
ortogonal se dois quaisquer de seus vetores forem ortogonais. Um conjunto ortogonal
de vetores unitarios € dito orfonormal.

> Vetores ortogonais
(a) Mostrequeu =(—2,3,1,4)ev =(1,2,0, —1) sdo vetores ortogonais em R".

(b) Mostre que o conjunto § = {i, j, k} dos vetores unitdrios canénicos € um conjunto
3
ortogonal em R".

Solucao (a) Os vetores sao ortogonais pois

u-v=(=2)(1)+G)2) + 10+ @1 =0



Conceitos Importantes

» Aprende-se na Geometria Analitica que tanto a reta quanto o plano
sao representados pela equacao vetorial:

—
n- PP =0 (1)

em que P € um ponto arbitrdrio (x, y) da reta ou (x, y, z) do plano. O vetor P, P pode ser

dado em termos de componentes como
S
P,P =(x —Xx,,y—1Y,) I[reta]

o
P,P = (x —x,.)

— Vo 2 — Z;) [plano]

Assim, a Equacao (1) pode ser escrita como

alx — x,) + b(y —y,) =0 [reta] (2)

ax —x,) + by —y,) + e(z —z)) =0 [plano] (3)

AY




Conceitos Importantes

TEOREMA 3.3.4

(a) Em R’, a distancia D entre o ponto P,(x,, y,)earetaax + by +c=0¢

D — lax, + by, + c|

va +b

(b) Em R’, a distancia D entre o ponto Py(x,, y,, 2,) e o planoax + by + cz +d = 0¢€

(15)

D— lax, + by, +cz, +d|
Va +b + ¢

(16)
n 7AN Py
Pr..ﬁ':"‘-u" Yor Zp) T
proj, 0P, £~ 5] ;
|
D I D

i
/ |
A

I

!

|

¢!
O(x,, ¥, 2,) W

_ _ Figura 3.3.7 A distancia
Distancia de F, até o plano. entre os planos paralelos Ve W
¢é igual a distancia entre P, e W.
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> Produto vetorial:

DEFINICAO1 Seu = (U, u,, uy) e v= (v, v, v,) forem vetores no espaco tridimen-
sional, entdo o produto vetorial u X v é o vetor definido por

ou, em nota¢ao de determinante,

u, U u, uy| |u, u,
uxv:(~ ol 2 P e ) (1)

Observacao Em vez de memorizar (1), o leitor pode obter os componentes de u X v como segue.

U, U, U

v, U, U

u e cuja segunda linha contenha os componentes de v.

o Forme a matriz [ ]de tamanho 2 X 3 cuja primeira linha contenha os componentes de

e Para obter o primeiro componente de u X v, omita a primeira coluna e tome o determinante; para
obter o segundo componente, omita a segunda coluna e tome o negativo do determinante e, para
obter o terceiro componente. omita a terceira coluna e tome o determinante.
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> Produto vetorial:

TEOREMA 3.5.1 Relacoes entre os produtos escalar e vetorial

Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional, entdo

(@) u-uxXv)=0 (u X v é ortogonal a u)
(b) u-(uxXv)=20 (u X v é ortogonal a v)
(c) ”Il XV 2 = ”ll : V” 2 - (u- V)E (Identidade de Lagrange)

(d) uX(vxXw)=(u-w)v—(u-v)W (relacio entre os produtos vetorial e escalar)

(e) MXv)Xw=(u-w)v— (v-w)u (relacioentre os produtos vetorial e escalar)

Prova (a) Sejamu = (u,, u,, u;) e v = (v, U,, U;). Entdo
U (U X V) = iy Uy ) e (U Vg — Va3 Vol V) — U Va, UV, — U V)
=1y (Uy vy — Uy vy) + 1y Uy vy —uy vy) + 0y iy vy —uy v) =0
Prova (b) Analoga a (a).

Prova (¢) Como

”“ X "'r”2 = (uv; — “3”2)2 + (uv, — HJUF)E + (uyv, — HZUJ)J (2)

>

2 - (u - v}‘j = (u? + u‘; + ui)(v? + U_; + L:_‘:) — (u, + uv, + M_,‘Uj)g (3)

||~ [|v

a prova pode ser concluida desenvolvendo os lados direitos de (2) e (3) e verificando sua
igualdade.
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> Produto vetorial:

TEOREMA 3.5.1 Relagoes entre os produtos escalar e vetorial

Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional, entdo

(@) u-(uxXv)=0 (u X v é ortogonal a u)
(b)) u-(uxXv)=0 (u X v é ortogonal a v)
() |lmxXw = || . v| P—(u-v) (Identidade de Lagrange)

(d) uX(vxXw)=(u-w)v — (u-V)W (relacio entre os produtos vetorial e escalar)

(e) (MXv)Xw=(u-w)v—(v.-w)u (relacioentre os produtos vetorial e escalar)

TEOREMA 3.5.2 Propriedades do produto vetorial

Se u, v e w forem quaisquer vetores do espaco tridimensional e a um escalar, entdo
(a) u Xv=—(vxXu)

by uX(v+w)=mXxXv)+(uXxXw)

(c) (u+v)Xw=umxXw)+(vXw)

(d) a(u X v) = (au) X v =u X (av)

(e) uX0=0xXu=90

(H uxXu=0



Conceitos Importantes
> Produto vetorial:

> Calculando um produto vetorial

Encontre u X v, sendou = (1,2, —2)ev = (3,0, 1).

Solucdo Usando (1) ou o mnemonico da observacao precedente, temos

2 =2 1 =201 2
nmxv= . —
3 0

0 1 3 1
=(2,-7,—-6) 4

O teorema a seguir da algumas relagdes importantes entre os produtos escalar e veto-

rial, e também mostra que u X v é ortogonal a ambosu e v.

Nota historica A notacédo A X B do produto vetorial foi introduzida pelo fisico e matematico norte-ame-
ricano J. Willard Gibbs (ver pagina 134) numa série de notas de aula para seus alunos na Universidade de
Yale. Essas notas apareceram publicadas pela primeira vez na segunda edi¢ao do livro Vector Analysis, de
Edwin Wilson (1879-1964), um dos alunos de Gibbs. Originalmente, Gibbs se referia ao produto vetorial
com “produto torcido!
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» O produto vetorial em formato de determinante:

Também vale a pena notar que um produto vetorial pode ser representado simbolicamente
no formato

i j Kk
Ur U3 Uy Uj Uy U
UXve=lu u w|=|° i— | j+ 'k 4)
Uy R U3 (R U2
A [ ] U3
Por exemplo, seu = (1,2, —2)e v = (3,0, 1), entdo
i ] K
uxv=1_1 2 =2|=2i—7j—6k
3 0 ]

o que confere com o resultado obtido no Exemplo 1.
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» O produto Misto:

DEFINICAO 2 Se u, v e w forem vetores do espaco tridimensional, dizemos que

u-(vxw)

€ o produto misto deu, ve w.

O produto misto de u X (i, u,, u5), v= (v, 0, U;) € W = (W, w,, w,) pode ser cal-
culado a partir da férmula

u-(vxwi=\v, v, U (7)

Isso segue da Férmula (4), pois

v, U3 |, v U, U %
u-(v<w)=u- i— ]+ k
w, w, w,  w, w, uw,
v, U v, U U,
=| - Uy, — Tolu, + Ty
w, un w, un w, uw,
I, i, I,
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» O produto Misto:

> Calculando um produto misto

Calcule o produto misto u - (v X w) dos vetores

u=3i—2j—5k, v=i+4j—4k, w=3j+2k

Solucdo Por (7),

3 =2 =5
u-(vxw)=|1 4 —4
0 3 2
4 =4
3 2

=604+4—-15=49 4

=3
\ :

] ]
o e

03‘
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> Interpretacdo geométrica de determinantes (2x2 e 3x3):

TEOREMA 3.54

(a) O valor absoluto do determinante

u, u
det| ' 2
v b
é igual a drea do paralelogramo no espaco bidimensional determinado pelos veto-
resu = (u, u,) ev = (v, v,). (Ver Figura 3.5.7a.)
(b) O valor absoluto do determinante
u, U, U
det|v, v, v
w, w, w

é igual ao volume do paralelepipedo no espaco tridimensional determinado pelos
vetores U = (U, U, u;), V= (0, U,, U;) e W = (W,, W,, W,). (Ver Figura 3.5.7b.)

(v, vy)

(u,, u,, 0)

(a) (b) (¢)
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» Os vetores sao coplanares:

TEOREMA 3.5.5 Se os vetoresu = (u, Uy, uy), v= (0, U, U3) e W = (W, W,, W,)
tiverem o mesmo ponto inicial, entdo esses vetores sdo coplanares se, e 5o se,

u-(vxw)=\|v, v, uv,|=0
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Malores informac0oes podem ser encontradas:

DECIMA EDICAO By Joao P.

https://livros-pdf-ciencias-exatas.blogspot.com.br/

Algebra Linear

Howard Anton
Chris Rorres
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Espacos Vetoriais Reais

» Nesta secao, vamos usar as propriedades dos vetores em
R" como axiomas. Isso significa que, se um conjunto de
“objetos” obedecer a essas propriedades (como adicao e
multiplicacdo por escalar), podemos trata-los como
vetores.

» “Objetos” sao elementos que seguem as mesmas
operacOes dos vetores. Se obedecerem aos axiomas dos
vetores, podem ser tratados como vetores em R".



Espacos Vetoriais Reais

» Dos 10 axiomas apresentados, 8 sao propriedades de
vetores em R".

> E importante lembrar que ndo se demonstra axiomas; 0s
axiomas sao hipoteses que servem como ponto de partida
para provar teoremas.
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» Axiomas de espaco vetorial:

DEFINICAO 1 Seja V um conjunto nio vazio qualquer de objetos no qual estejam defini-
das duas operagdes, a adicio e a multiplicagdo por escalares. Por adi¢do entendemos uma
regra que associa a cada par de objetos u e vem V um objeto u + v, denominado soma de
u com v; por multiplicacdo por escalar entendemos uma regra que associa a cada escalar
a e cada objeto u em Vum objeto au, denominado miiltiplo escalar de u por a. Se os axio-
mas seguintes forem satisfeitos por todos os objetos u, ve w em V e quaisquer escalares a
e b. diremos que V € um espaco vetorial e aue os obietos de V sdo vetores.
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Definicdo Simplificada de Espaco Vetorial:

Imagine um conjunto de “ferramentas matematicas” (objetos), como: numeros,
vetores, matrizes, funcbes, polindOmios, setas, etc. Esse conjunto &€ chamado de
espaco vetorial se duas operacdes basicas funcionarem nele:

« Adicdo: Se vocé pegar dois elementos do conjunto e soma-los, o resultado
também esta no conjunto.

Exemplo: Somar 3 e 5 (nimeros reais) da 8, que € um numero real. Ou, se vocé
somar duas setas (com direcdo e comprimento), o resultado é outra seta.

« Multiplicacao por Escalares: Se vocé multiplicar qualquer elemento do conjunto
por um numero (chamado de escalar), o resultado também pertence ao conjunto.

Escalar: Em termos simples, é o “numero” que “escalona” o vetor, aumentando ou
diminuindo o seu tamanho (ou invertendo sua direg¢do, se for negativo), mas sem
alterar a “natureza” do vetor em si.
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Definicdo Simplificada de Espaco Vetorial:

Imagine um conjunto de “ferramentas matematicas” (objetos), como: numeros,
vetores, matrizes, funcbes, polindOmios, setas, etc. Esse conjunto &€ chamado de
espaco vetorial se duas operacdes basicas funcionarem nele:

« Adicdo: Se vocé pegar dois elementos do conjunto e soma-los, o resultado
também esta no conjunto.

Exemplo: Somar 3 e 5 (nimeros reais) da 8, que € um numero real. Ou, se vocé
somar duas setas (com direcdo e comprimento), o resultado é outra seta.

« Multiplicacao por Escalares: Se vocé multiplicar qualquer elemento do conjunto
por um numero (chamado de escalar), o resultado também pertence ao conjunto.

Exemplo: Multiplicar 4 por 2 resulta em 8, que € um numero real. Multiplicar uma
seta por 3 a deixa trés vezes maior, mas ainda é uma seta.

Quando essas operagdes seguem certas regras (como comutatividade, associatividade,
etc.), podemos tratar os elementos desse conjunto como vetores. Essa ideia ajuda a
organizar e resolver problemas usando as mesmas propriedades dos vetores que ja
conhecemos.
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» Axiomas de espaco vetorial:

Se u e v sdo objetos em V, entdo u + v é um objetoem V.
u+tv=v-+u
ut+tv+w)=@m+v)+w

Existe um objeto 0 em V, denominado vefor nulo de V, ou vetor zero, tal que
0 +u=u+ 0=u,comqualqueruem V.

ol A

o

Dado qualquer u em V, existe algum objeto —u, denominado negativo de u, tal
queu + (—u)=(—u) +tu=0.

Se a for qualquer escalar e u um objeto em V, entdo au € um objeto em V.
a(u +v) =au + av

(a + b)u = au + bu

a(bu) = (ab)u

10. lu=u

ol S
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> Nos exemplos seguintes, utilizamos quatro passos basicos
para mostrar que um conjunto com duas operacdes € um
espaco vetorial.

Passo 1. Identifique o conjunto V de objetos que serdo os vetores.
Passo 2. Identifique as operagoes de adi¢cdao e multiplicacdo por escalar.

Passo 3. Verifique a validade dos Axiomas 1 e 6; ou seja, que a soma de dois vetores
em V produz um vetor em V, e que a multiplicacdo de um vetor em V por um es-
calar também produz um vetor em V. O Axioma 1 € denominado fechamento na
adicdo e o Axioma 6, fechamento no produto escalar.

Passo 4. Confirme que valem os Axiomas 2, 3,4, 5,7, 8,9 ¢ 10.



EXEMPLO 1

s EXEMPLO 1: O espaco vetorial nulo

» Seja V um conjunto que consiste num unico objeto, que
denotamos 0, e definamos que no conjunto V.

0+0=0 e a0=0

com escalares a quaisquer. E facil verificar que todos os axiomas de espago vetorial estao
satisfeitos. Dizemos que esse € o espaco vetorial nulo. <4

000..u=0...00000
000..v=0...00000
00..w=0...0000... V




EXEMPLO 1

“ EXEMPLO 1: O espaco vetorial nulo

» Passo 1: Identifique o conjunto V de objetos.

Seja V um conjunto que consiste num unico objeto, que
denotamos V = {0}.



EXEMPLO 1

“ EXEMPLO 1: O espaco vetorial nulo

» Passo 2: ldentifigue as operacOes de adicao e
multiplicacao por escalar.

0+0=0 e a0=0



EXEMPLO 1

“ EXEMPLO 1: O espaco vetorial nulo
» Passo 3: \erifique a validade dos Axiomas 1 e 6;

v/ Axioma 1: Se u e v sdo objetos em V, entdo u + v € um
objeto que pertence a V.

Pegando dois elementos de V = {u; v}. Como em V todo
elemento € 0, logou+v=0+0=0, pertence a V.

v' Axioma 6: Se “a” for qualquer escalar e u um objeto em
V, entao a.u deve ser um objeto em V.

Logo a.u=4a.0 =0, que pertence a V.
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“ EXEMPLO 1: O espaco vetorial nulo
» Passo 4: Confirmar os Axiomas 2, 3,4, 5,7, 8,9 e 10.

v  Axioma2:u+v=V+uU.

u+v=0+0=0ev+u=0+0=0,logou+v=v+u,ou
seja 0 = 0; assim, a soma € comutativa.
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“ EXEMPLO 1: O espaco vetorial nulo
» Passo 4: Confirmar os Axiomas 2, 3,4, 5,7, 8,9 e 10.

v Axioma3:u+ (v+w)=(u+v)+w.
0+(0+0)=(0+0)+0
0+(0)=(0)+0
0+0=0+0
0=0
(Portanto a adicao e associativa)
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v' Axioma 4: Existe um objeto 0 em V, denominado vetor
nulo de V, ou vetor zero, tal que 0 + u=u + 0 = u, com
qualquer uem V.

O+u=u+0
0+0=0+0
0=0=u
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v' Axioma 5: Dado qualquer u em V, existe algum objeto -u,
denominado negativo de u, tal queu + (-u) = (-u) +u =0.

u-+ ('U) — ('U) +0 Obs.: No espaco vetorial nulo
O + O — O + O V={0}, o Unico elemento é O!

Ou seja, -u=0
0=0=u



EXEMPLO 1

v Axioma 7: a(u +Vv) = au + av.

a(u+v)=au+av
a(0+0)=a0+ a0
a0=0+0
0=0



EXEMPLO 1

v' Axioma 8: (a + b)u = au + bu.

(a+b)u=au+hbu
au=0+0

Obs.: Por definicdo, a soma entre O — O
escalares (a + b) resulta em um
escalar a, e por defini¢cao, no
problema, todo escalar a-0=0.



EXEMPLO 1

v" Axioma 9: a(bu) = (ab)u.

a(bU) — (ab)u Obs.: Por definicao, a
_ multiplicacdo entre escalares (ab)
a(bO) _ (10 resulta em um escalar a, e por
ao — (XO definicao, no problema, todo
O O escalara.0=a-0=0.



EXEMPLO 1

v Axioma 10: 1u = u.

lu=u
au=u
Obs.: Por defini¢do, 1 é escalar. O = O

Logo por definicao, no problema,
todo escalar a.0 = 0.



EXEMPLO INCOMUM

> Um espaco vetorial incomum

Seja V o conjunto dos nliimeros reais positivos e defina as operacdes de V por
U+ U = uv [A adicido vetorial é a multiplicacio numérical
au=u" [A multiplicacio por escalar ¢ a exponenciacio numérica]

Assim, por exemplo, | + 1 =1e(2)(1) = 1” = 1. Muito estranho, mas mesmo assim
o conjunto V com essas operacoes satisfaz os 10 axiomas de espaco vetorial e €, por-
tanto, um espaco vetorial. Confirmamos os Axiomas 4, 5 e 7, deixando os demais como
exercicio.

e Axioma4 — O vetor zero nesse espago € o numero 1 (ou seja, 0 = 1), pois
ut+l=u-1=u

e Axioma 5 — O negativo de um vetor u € seu reciproco (ou seja, —u = 1/u), pois

= (2)
u+—=ul—)=1(=0)
i U

e Axioma7 —Temos a(u + v) = (uv)" = uv" = (au) + (av). <



EXEMPLO 2

v EXEMPLO 2: Para o item a seguir considere:

» SejaV={(x,y,z),ondex=1,yeR,z>0}

e suponha que as operacOes de adicao e multiplicacao por
escalar desse espaco vetorial sao, respectivamente:

c (U+Vv)=(,y,z)+ (LY, 2) =1y Y, 2. 2,)
° a(]-’ y! Z) — (11 ayl’ Zla)



EXEMPLO 2

 EXEMPLO 2:

» Passo 1: Identifique o conjunto V de objetos.

SejaV={(x,y,2),ondex=1,y€eR, z>0}



EXEMPLO 2

 EXEMPLO 2:

» Passo 2: ldentifigue as operacOes de adicao e
multiplicacao por escalar.

* (U+Vv)=(1,y;,2)) + (1Y, 2) = (1, ¥y, + ¥y, 23. 7))
° a(]-’ y1 Z) — (1’ ayl’ Zla)



EXEMPLO 2

s EXEMPLO 2: Passo 3: \erifique a validade dos Axiomas
1 e 6;

v' Axioma 1: Se u e v sdo objetos em V, entdo u + v é um
objeto que pertence a V.

u+v)=@1,y,z2)+ @y, 2) =1, y1 + Y5 1. 2))

N\

A soma de dois numeros reais (y, A multiplicacao de dois numeros

+y,) resulta em um numero real, reais positivos (Z;. Z,) resulta em

logo (y, +V,) pertence a V um numero real positivo, logo (z,
+12,) =2,.Z, pertence a V

SejaV={(x,y,2),ondex=1,yeR,z>0}

1 pertenceaV



EXEMPLO 2

s EXEMPLO 2: Passo 3: \erifique a validade dos Axiomas
1 e 6;

v' Axioma 6: Se “a” for qualquer escalar e u um objeto em
V, entdo a.u deve ser um objeto em V.

a(11 y; Z) - (11 ay1’ Zla)

_—

A multiplicacao de um escalar por A numero real positivo (z,)
um numero real gera um numero elevado a um escalar resulta em
real, logo a(y,) pertence a V um numero real positivo, logo
(z,%) pertence a V

x=1 pertence a V

SejaV={(x,y,2),ondex=1,yeR,z>0}



EXEMPLO 2

<+ EXEMPLO 2:
» Passo 4: Confirmar os Axiomas 2, 3,4, 5,7, 8,9 e 10.

v Axioma2:u+v=V+uU.
(u+v)=(v+u
(Ly,z)+ (1Y 2) =1y, 2,) + (1, Y, 29)

(L, y1+Y,2..2) =1, Y+ Y, 2,. 2y)

A ordem das somas e do produto nao altera resultado, logo:
(u+v)=(v+u)

SejaV={(x,y,2),ondex=1,yeR,z>0}



EXEMPLO 2

<+ EXEMPLO 2:
» Passo 4: Confirmar os Axiomas 2, 3,4, 5,7, 8,9 e 10.

v Axioma3:u+ (Vv+w)=(u+v)+w.
U+ (V+W) = (U+V)+W
(Ly1, 20) + (L, Y2 25) + (1, Y3, 23)) = (L, Y1, 20) + (L, Y2, ) + (1, Y3, Z5)
(L, Y1, 20) (L, Yo+ Y3, 25 29) = (1, Y1+ Y2, 24 2) + (L, Y3, 2)

(L Y1+ Yo+ Y3 20.25. 25) = (L 1 + Y, + Y5, 21, 2, .25)

Logo:

u+t(v+w)=(Uu+v)+w



EXEMPLO 2

v' Axioma 4: Existe um objeto 0 em V, denominado vetor
nulo de V, ou vetor zero, tal que 0 + u=u + 0 = u, com
qualquer uem V.

O+u=u+0

/ (1’ O, 1) + (1’ y1’ zl) = (11 yl’ Zl) + (1’ 01 1)
flementonuto: 0 (L 0+yy, 1.2) =(1,y, + 0, 2,.1)

vetor zero nesse (l, Y1, Zl) = (1, Y1, Zl) = u
espago

v' Axioma 5: Dado qualquer u em V, existe algum objeto -u,
denominado negativo de u, tal queu + (-u) = (- u) +u =0.

Elemento OpOStO\
u+(-u)=(-u)+u=0
1,y 2) + (4, -y, Yz) = (1, -y, Uzy) + (1, ¥4, 79)

(L, y, + (v z4/zy) = (4, (-yyy + Y15 24/2)
(1,0,1)=(1,0,1)=0



EXEMPLO 2

v Axioma 7: a(u +Vv) = au + av.

a(u+v)=au+av
a((1,y, 2)) + (L, yn 25)) =a(l, 1, 2) +a(l,y, 2y))
a(l,y,+Y,12.2,)=(1,ay, ;%) + (1, ay,, 2,%)
(1, aly1+ ¥,), (21 2)?) = (1, ay;, + ay,, 2,2 2,%)
(1, ay,+ ay,, 2,2 2,%) = (1, ay, + ay,, 2,2 2,%)

v' Axioma 8: (a + b)u = au + bu.

(a+b)u=au+bu
(@a+b)(1,y,z)=2al,y, z;) +b(l,yy,29)
(1, (a+b)y,, z,) = (1, ay,, ,?) + (1, byy, 2,°)
(1, (a+b)y,, ;@) = (1, ay,+ by, 2,2 2,")
(1, (@+b)yy, 2,@D) = (1, (a+b)y,, z,**7)



EXEMPLO 2

v" Axioma 9: a(bu) = (ab)u.

a(bu) = (ab)u

a(b (1,yy,25))=(b) (1,yy,2y)
a(1, byy, z,°) = (1, (ab)y,, z,1@)
(1, aby,, ;%) = (1, aby,, 2,%°)

v Axioma 10: 1u = u.

lu=u
1(1,y,2) =1,y 29)
(1, 1y, 2, = (1, yy, 79)

Elemento unitario



Outros Exemplos

> Um conjunto que nao & um espaco vetorial

- 2 — P . . —~
Seja V = R” e defina as operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar como segue: se
u=(u,u,)ev=(v,uv,), defina

u+v=(w t+tv,u +uv)
e se a for um nimero real qualquer, defina
au = (au,, 0)
Por exemplo, seu = (2,4),v=(—3,5)ea =7, entdo
u+v=02+(=3),44+5) =(-1,9)
au="Tu=(7-2,0)=(14,0)

A adicdo € a operacio de adicdo padrio em R, mas a operacio de multiplicaciio por es-
calar ndo €. Nos exercicios, pedimos para o leitor mostrar que 0s nove primeiros axiomas
de espaco vetorial estdo satisfeitos. No entanto, existem certos vetores com 0s quais 0O
Axioma 10 falha. Por exemplo, se u = (u,, u,) for tal que u, # 0, entdo

la = 1(u, u,) =(1+u,0)=(u,0) #Fu

Assim, V ndo € um espaco vetorial com as operacoes fornecidas. <



Outros Exemplos

> R" é um espaco vetorial
Seja V = R" e defina as operacoes de espaco vetorial em V como as operacoes conhecidas
de adicdo e multiplicacdo por escalar de énuplas, ou seja,
u+v=(u,ty...,u)+ UV, 00m....0 )= T+, u,+U,....u +U,)
an = (au,, au, ..., di, )
O conjunto V = R" é fechado na adicio e na multiplicacio por escalar, porque as

operacoes que acabamos de definir produzem énuplas, e essas operacoes satisfazem os
Axiomas 2, 3,4,5,7, 8,9 e 10 por virtude do Teorema 3.1.1. <



Outros Exemplos

- O espaco vetorial das matrizes 2 x 2

seja Voo comjunto de todas as matnzes 2 X 2 com entradas reais ¢ lomemos as operacoes
de espaco vetonal em V como sendo as operacoes usuais de adicdo matneial e a mulupli-
cacio matncial por escalar, ou se)a,

i, s ER s My + U My Uy
u-+v= ' A ' = ) - (1)
It Hys Uy Uy M., + Uyl +Us,

My, s aiy,  ai,
au = d =
T liy, €y,

O conjunto V € fechado na adi¢do e na multiplicacdio por escalar, porque as operacoes
matriciais usadas nessa definigiio produzem matrizes 2 X 2 como resultado final. Assim,
resta confirmar que valem os Axiomas 2, 3,4, 5,7, 8,9 ¢ 10. Algumas destas siio proprie-
dades conhecidas de matnzes. Por exemplo, 0 Axioma 2 segue do Teorema 1.4.1a, pois

Wy Wy Ui i Uy ¥ Wy Wy
u+v= “l + = + “l=v+nu
Wy U Uy Un Uy Wy U
Analogamente, os Axiomas 3, 7, 8 ¢ 9 seguem das partes (b), (h) (f) € (e), respectivamen-
te, daquele teorema (verifique). Para conferir, restam os Axiomas 4, 5 ¢ 10,

Para confirmar gque o Axioma 4 estd satisfeito, devemos encontrar uma matriz 0 de
tamanho 2 X 2comaqual + u = u + 0 = v com cada matnz 2 X 2 em V. Podemos

fazer 1550 tomando
0 0
0= [n [}.‘

o

I



Outros Exemplos

Com essa definicdo,

O+ . () () + Ll” “12 B “” 1113 B
v= 0O 0 Uy, Uy o Uy, Usy =

e, analogamente, u + 0 = u. Para verificar que o Axioma 5 vale, devemos mostrar que
cada objeto u em Vtem um negativo —uem Vtalqueu + (—u) = 0e (—u) + u = 0. Isso
pode ser feito definindo o negativo de u como

—Uy U
—u Sy
—Uy Uy
Com essa definicao,

T Y =i, —up| (0 0]
RS [”:l ”23:| " li_“m —“2:] a [0 O:| =

e, analogamente, (—u) + u = 0. Finalmente, o Axioma 10 € valido porque

u U U U
1 12 T 12
=1 = = u
U, — Uy Uy — Uy



Outros Exemplos

> O espaco vetorial das funcoes reais

Seja V o conjunto das funcdes reais que estio definidas em cada x do intervalo (—¢e, ).
Sef = f(x)eg = g (x) forem duas funcoes em V e se a for um escalar qualquer, definimos
as operacoes de adicdo e multiplicacio por escalar por

(f+ g)(x) = fix) + glx) (2)
(af)(x) = afix) (3)

Uma maneira de pensar nessas operacoes € interpretar os numeros f{x) e g(x) como “com-
ponentes” de f e g no ponto x, caso em que as Equacodes (2) e (3) afirmam que duas
funcoes sdo somadas somando os componentes correspondentes, e que uma funcio €
multiplicada por um escalar multiplicando cada componente por esse escalar, exatamente
como em R" e R”. Essa ideia estd ilustrada nas partes (a) e (b) da Figura 4.1.1. O conjunto
V com essas operacoes € denotado pelo simbolo F(—2, ). Podemos provar que isso € um
espaco vetorial como segue.



PROPRIEDADES DE VETORES

» Teorema sobre espacos vetoriais arbitrarios:

TEOREMA 411  Sejam V um espaco vetorial, u um vetor em V e a um escalar. Entdo
(a) Ou=10

(b) a0 =0

(¢) (—1)u= —u

(d) Seau =0, entdoa = 0ouu = 0.



Subespacos



Subespacos

» Um subconjunto W de um espaco vetorial V €
denominado subespaco de V se W for um espaco vetorial
por si s6 com as operacOes de adicdo e multiplicacio por
escalar definidas em V.



Subespacos

Em geral, devemos verificar os
10 axiomas de espaco vetorial
para mostrar que um conjunto
W com duas operacoOes forma
um espaco vetorial.



Subespacos

No entanto, se W for parte de
um espaco vetorial V
conhecido, entao certos
axiomas nao precisam ser
verificados



Subespacos

> Os axiomas que NAO sdo herdados por W s3o:

Axioma 1 — Fechamento na adigao
Axioma 4 — Existéncia de vetor zero em W
Axioma 5 — Existéncia de negativo em W para cada vetor em W

Axioma 6 — Fechamento na multiplicacao por escalar




Subespacos

» Contudo, segue do teorema seguinte que se 0s Axiomas 1
e 6 valerem em W, entdao os Axiomas 4 e 5 valem em W
COMO uma consequéncia e, portanto, ndo precisam ser
verificados!

Axioma 1 — Fechamento na adigao

Axioma 4 — ExXistémeia-de_vetor zereerm W -

—Axtoma o — Existéncia de negativo em W para cada vetor-es-JL

Axioma 6 — Fechamento na multiplicacao por escalar

TEOREMA 4.21 Se W for um conjunto de um ou mais vetores num espaco vetorial V,
entdo W é um subespaco de V se, e so se, as condigoes seguintes forem vdlidas.

(a) Seuev forem vetores em W, entdou + v estd em W.

(b) Se a for um escalar qualquer e u algum vetor de W, entdo au estd em W.



EXEMPLO 3

» Seja V um espaco vetorial V = {(x,y, z),onde x =1,y €
R,z >0}

e suponha que as operacOes de adicdo e multiplicacao por
escalar desse espaco vetorial sao, respectivamente:

c (U+Vv)=(1,y,2)+ (L, Yy 2) =1, y1 + Y, 2. 25)

° a(]-’ y1 Z) — (1! ayl’ Zla)

Verifigue se o subconjunto S = {(x, y, z) € V, z = 2V} ¢
subespaco vetorial de V.



EXEMPLO 3

Verifigue se o subconjunto S = {(x, y, z) € V,z = 2V} é
subespaco vetorial de V.

SejaV={(x,y,2),ondex=1,y€R, z>0}

v' Axioma 1: Se u e v sdo objetos em V, entdo u + v é um
objeto que pertence a V.

U+V) =1, y, 2N+ (1,y,, 2%) = (1, y, + Y, 2% 291

__——— N\

A soma de dois numeros reais (y, A multiplicacao de dois numeros
+y,) resulta em um ndmero real,  reais positivos (2¥) resulta em um
logo (y, +v,) pertence a V nimero real positivo, logo (2Y1.
2l pertence a V

1 pertenceaV



EXEMPLO 3

Verifigue se o subconjunto S = {(x, y, z) € V,z = 2V} é
subespaco vetorial de V.
SejaV={(x,y,2),ondex=1,yeR,z>0}

v' Axioma 6: Se “a” for qualquer escalar e u um objeto em V, entdo a.u
deve ser um objeto em V.

a(]-’ y1 2y) — (11 ay11 2ya)

_—

A multiplicacao de um escalar por A numero real positivo elevado a
um numero real gera um numero um escalar resulta em um
real, logo a(y,) pertence a V numero real positivo, logo (z,?)
pertenceaV

x=1 pertence a V



COMBINACAO LINEAR DOS VETORES



COMBINACAO LINEAR DOS VETORES

> As vezes, queremos encontrar o “menor” subespaco de
um espaco vetorial V que contenha todos os vetores de
algum conjunto que nos interesse.

< W=aV, +a,V, +...a,V, >




COMBINACAO LINEAR DOS VETORES

DEFINICAO 2 Dizemos que um vetor w num espaco vetorial V é uma combinacdo

linear dos vetores v, v,, ..., v_em V se w puder ser expresso na forma
em que a,, a,, . . . , a, sao escalares. Esses escalares sao denominados coeficientes da

combinac¢ao linear.

< Vi Vo Vy >
< W=aV, +a,V, +...a,V, >

V




Subespaco W Gerado por S (W=ger(S))

DEFINICAO 3 Dizemos que o subespaco de um espaco vetorial V que € formado com
todas as combinacoes lineares possiveis de vetores de um conjunto nao vazio S € gerado
por S, e dizemos que os vetores em § geram esse subespago. Se § = {w,, w,, ... W},
denotamos o gerado de S por

ger{w,,w,,...,w.} ou ger(S)

W; =a,w;+ a,w, + ... a W,

W

W, = kw,+ kw, + ... KW




Subespaco W Gerado por S (W=ger(S))

DEFINICAO 3 Dizemos que o subespaco de um espaco vetorial V que € formado com
todas as combinagdes lineares possiveis de vetores de um conjunto nio vazio S € gerado

por S, e dizemos que os vetores em § geram esse subespago. Se § = {w,, w,, ... W},
denotamos o gerado de S por

ger{w,,w,,...,w.} ou ger(S)

ger{v,, v}

kv, + kv,

(a) Ger{v} € areta pela origem (b) Ger{v,, v,} € o plano pela origem
determinada por v. determinado por v, e v,.



EXEMPLO 4

Considere os vetoresu = (1, 2, 1) e v = (6, 4, 2). Mostre
que w = (9, 2, 7) € uma combinacao linear de u e v e que
w’ = (4, -1, 8) ndo é uma combinacéao linear de u e v.



EXEMPLO 4

Para que w seja uma combinacao linear de u e v, devem
existir escalares k; e k, tals que w = k;u e k,v, ou seja,

(95 25 7) — k[(la 25 _l) + k2(65 45 2)

9,2,7) = (k, + 6ky, 2k, + 4k,, —k, + 2k,)



EXEMPLO 4

Igualando componentes correspondentes, obtemos:

k, + 6k, =9
2k, + 4k, =2
—k, + 2k, =7

w = —3u+2v



EXEMPLO 4

Analogamente, para que w’ seja uma combinacao linear
de u e v, devem existir escalares k, e k, tais que w’ = k,u
e k,v, ou seja:

(45 _la 8) — k[(la 25 _l) + k2(65 45 2)

4, —1,8) = (k, + 6k,, 2k, + 4k,, —k, + 2k,)



EXEMPLO 4

lgualando componentes correspondentes, obtemos:

k, + 6k, = 4
2k, + 4k, = —1
—k, +2k, = 8

Esse sistema de equacOes é inconsistente, de modo que
nao existem tais escalares k, e k,. Consequentemente, w’
ndo € uma combinacao linear de u e v.



EXEMPLO 5

Determinese v, = (1,1, 2),v,=(1,0, 1) e vy = (2, 1, 3)
geram o espaco vetorial RS,



EXEMPLO 5

Devemos determinar se um vetor arbitrario b = (b, b,, b,)
em R2 pode ser expresso como uma combinacao linear.

b=kv, + kv, + kv,



EXEMPLO 5

N =

(b, by b)) = ki(1,1,2) + ky(1,0, 1) + ky(2, 1, 3)

(b,, by, b)) = (k, + k, + 2k, k, + k, 2k, + k, + 3k,)

=

k, + k, + 2k, = b,
k. + k,=b,

2k, + k, + 3k, = b,
__/

W = N

-

Como o det(A) = 0, o sistema NAO
e POSSIVEL e Determinado (tem
mais que uma solucéo), logo vy, v, e
V5 N0 geram R3!



Independéncia Linear (LI) e Dependéncia
Linear (LD}



CONJUNTO LIELD

Uma das nossas tarefas nesta secdo é desenvolver
maneiras de descobrir se um vetor ou mais de um
conjunto S é uma combinacao linear dos demais vetores

em S.




CONJUNTO LIE LD

DEFINICAO1 Se S = {v,,V,, ...,V } for um conjunto nio vazio de vetores num

espaco vetorial V, entao a equacgao vetorial

kv, +kv,+---+kv =0
tem uma solucao, pelo menos, a saber,
k=0, k,=0,..., k=0

Dizemos que essa € a solucdo trivial. Se essa for a unica solucdo, dizemos que S é um
conjunto linearmente independente. Se existem outras solucoes além da trivial, dize-
mos que S € um conjunto linearmente dependente.

4 )
Se o det(A) = 0, o sistema NAO é

POSSIVEL e Determinado (tem mais

que uma solucéo), logo sera LD.

4 )
Se o det(A) # 0, o sistema &

POSSIVEL e Determinado (tem uma so

solucéo), e se for a trivial, logo sera LI.

AN

J




CONJUNTO LIELD

De forma bem simples:

*Conjunto Linearmente Independentes (LI): Nenhum elemento de
S pode ser escrito como combinacao de todos os outros. Ou seja, nao
existe uma forma de somar multiplos de alguns deles para obter outro

do grupo.

*Vetores Linearmente Dependentes (LD): Ha pelo menos um
elemento que pode ser escrito como combinacao dos outros. 1Sso
significa que ha "repeticdo de informacao”, ou seja, um vetor nao

adiciona nada de novo ao conjunto.



EXEMPLO 1 — (LI / LD)

Determine se 0s vetores sao linearmente
independentes ou dependentes em RS,

V[ — (15 —25 3)1 vj — (51 65 —1)3 v} — (35 21- 1)



EXEMPLO 1 — (LI / LD)

Determine se 0s vetores sao linearmente
independentes ou dependentes em RS,

Solucao A dependéncia ou independéncia linear desses vetores € determinada pela
existéncia ou nao de solugdes ndo triviais da equacgao vetorial

kv, + kv, + kv, =0 (3)
ou, equivalentemente, de
k(l,—=2,3)+ k(5,6,—1) + k,(3,2,1) = (0,0, 0)

[gualando componentes correspondentes dos dois lados, obtemos o sistema linear homo-
géneo
k, + 5k, + 3k, =0
—2k, + 6k, + 2k, =0 (4)
3k, — k, + ky; =0



EXEMPLO 1 — (LI / LD)

k, + 5k, + 3k, = 0
—2k, + 6k, + 2k, = 0
3k, — k, + k, =0

-] 5 3
A=|-=-2 6 2
3 -1 1

Como o det(A) = 0, o sistema NAO é POSSIVEL e
Determinado (tem mais que uma solucao), logo existem
solucoes nao triviais e os vetores sao LD!



EXEMPLO 2 — (LI / LD)

Determine se 0s polinOmios sao linearmente
Independentes ou dependentes em P.,.

p=1—-x p,=5+3x—-2¢, p,=1+3x—x



EXEMPLO 2 — (LI / LD)

Determine se 0s polinOmios sao linearmente
Independentes ou dependentes em P.,.

p=1—-x p,=5+3x—-2¢, p,=1+3x—x

Essa equacdo pode ser rescrita como
k(1 —x) + k(5 + 3x — 2x°) + k(1 + 3x —x) =0
ou, equivalentemente, como

(k, + 5k, + k) + (—k, + 3k, + 3k)x + (—2k, — ky)x’ = 0



EXEMPLO 2 — (LI / LD)

Essa equacdo pode ser rescrita como
k(1 —x) + k(5 + 3x — 2x°) + ky(1 + 3x — x) =0
ou, equivalentemente, como

(k, + 5k, + ky) + (—k, + 3k, + 3k)x + (—2k, — k,)x* = 0

k + 5k, + k=0
—k, + 3k, +3k, =0
— 2%, — k, =0
Como o det(A) = 0, o sistema NAO é POSSIVEL e

Determinado (tem mais que uma solucao), Assim, o conjunto
{p1, P, P3} € linearmente dependente!



EXEMPLO 3 — (LI / LD)

Determine se as funcOes sao linearmente
Independentes ou dependentes em F(-oo, oo),

As funcoes f, = xef, = senx

k,x + k,sen(x) =0

O sistema tem apenas a solucao trivial (k, = k, = 0). Assim, 0
conjunto {f,, f,} e linearmente independente!



EXEMPLO 3 — (LI / LD)

Determine se as funcOes sao linearmente
Independentes ou dependentes em F(-oo, oo),

g = sen )x g, = S€n x CoS x

k,sen(2x) + k,sen(x) cos(x) = 0
k,2sen(x)cos(x) + k,sen(x) cos(x) =0

k, = - K, /2

O sistema tem além da solucao trivial (k, = k, = 0) tem outra
solucao (k, = -k,/2). Assim, o conjunto {f,, f,} é linearmente
dependente!



CONJUNTO LI E LD — Wronskiano

DEFINICAO 2 Sef, = f,(x),f, = fo(x), ..., f = f.(x) forem fungoes n — 1 vezes de-
rivaveis no itervalo (—oe, o), entdo o determinante

Ji (%) S (x) e fu(X)

fi(x) £ (x) e [ (x)
Wx)=| . . .

fl(ﬂ— 1) (.X:) f:q{n—l) (JC) L fn(n— 1) (I)

¢ denominado wronskiano de f. f,, . . .. f,.

O que isso significa?

e Se W(x) # 0 para pelo menos um valor de z, as funcdes séo linearmente independentes (LI).



CONJUNTO LI E LD — Wronskiano

DEFINICAO 2 Sef, = f,(x),f, = fo(x), ..., f = f.(x) forem fungoes n — 1 vezes de-
rivaveis no itervalo (—oe, o), entdo o determinante

fi (%) > (x) e ()
fi(x) f (%) e fi(x)
W) =1 . : :
fl(n— 1) (.X:) fé{n—l) (JC) L fn(n— 1) (I)
¢ denominado wronskiano de f. f,, . . .. f,.

O que isso significa?

* Se W(x) # 0 para pelo menos um valor de z, as fungdes séo linearmente independentes (LI).

ADVERTENCIA: A reciproca do Teorema é falsa.

Se o wronskiano for identicamente zero (W(x)=0), entdo nada pode ser concluido sobre a
independéncia linear, podendo esse conjunto de vetores ser LI ou LD



CONJUNTO LI E LD — Para Funcgoes

Use o wronskiano para mostrar que f;, = x e f, = sen x sdo linearmente independentes.
Solucdo O wronskiano é

X senx
W(x) = = XCOSX — sen x

1 cosx

Essa funcao nao € identicamente zero no intervalo (—o, o), porque, por exemplo,

v (3)=Fox(3) - (}) -3

Assim, as fun¢des sao linearmente independentes.



CONJUNTO LI E LD — Para Funcgoes

Considere as funcoes fi(x) = €* e fo(x) = ze®.

1. Montamos a matriz:

LV:E LE

et e’ + re”

2. Calculamos o determinante:

W =e(e" + ze’) — (ze” - e*)

- 2 21 21 2r
W = e“* + ze** — e = e**

3. Como €?* # () para qualquer z, isso significa que fi(z) e fa(z) séo LI.



CONJUNTO LIE LD

> Independéncia linear usando o wronskiano

. x R - . .
Use o wronskiano para mostrar que f, = 1,f, = ¢ e f, = ¢~ sdo linearmente independen-
tes.

Solucao O wronskiano €

1 & &~
W) =0 & 2| =2e"
0 ¢ 4e”

Essa fun¢ao obviamente ndo € identicamente zero em (—, %), portanto, f,, f, e £, formam
um conjunto linearmente independente. <



CONJUNTO LIE LD

. 2 3 . . p —~
Dois vetores em R™ ou R sado linearmente independentes se, e sO se, 0s vetores nao
ficam numa mesma reta quando colocados com seus pontos 1niciais na origem. Caso
contrario, um deles seria um multiplo escalar do outro (Figura 4.3.3).

(a) Linearmente dependentes (b) Linearmente dependentes (¢) Linearmente independentes



Bases e Dimensao



Bases e Dimensao

Na Geometria Analitica, usamos sistemas de coordenadas
retangulares, onde os eixos sao perpendiculares entre si.
Isso facilita a localizacao de pontos e a representacao de

objetos no espaco.

0 C X
As coordenadas de P num sistema As coordenadas de P num sistema
de coordenadas retangulares de coordenadas retangulares
no espaco bidimensional no espaco tridimensional

Figura 4.4.1



Bases e Dimensao

Ja na Algebra Linear, podemos definir sistemas de
coordenadas de uma forma mais geral, utilizando vetores
em vez de eixos fixos. Esses vetores nao precisam ser

perpendiculares, desde que possamos usa-los para
descrever qualguer ponto no espaco..

—_ e
OP =av, + bv, OP =av, + bv, + cv,



Bases e Dimensao

Além disso, ao trabalhar com coordenadas, costumamos

usar a mesma unidade de medida em todos 0s eixos para
evitar distorcoes.

— —_ W B

-3 2 -1

-2
-3
4

Escalas idénticas
Eixos perpendiculares

Escalas diferentes
Eixos perpendiculares

Escalas idénticas
Eixos obliquos

Escalas diferentes
Eixos obliquos



Bases e Dimensao

No entanto, em algumas aplicacOes praticas, como
graficos de temperatura ao longo do tempo (onde um eixo
representa segundos e outro graus Celsius),
uniformidade ndo e necessaria.

— —_ W B

-3 2 -1

-2
-3
4

Escalas idénticas

Escalas diferentes

Escalas idénticas
Eixos perpendiculares

Escalas diferentes

Eixos perpendiculares Eixos obliquos

Eixos obliquos



Bases e Dimensao

Para acomodar esse nivel de generalidade, deixamos de
exigir que oS vetores sejam unitarios, e utilizamos
“vetores de base”. Eles sdo fundamentais porque:

» Definem a direcao dos eixos e a escala do espaco.

 Permitem descrever qualquer vetor como uma
combinacao deles.



Bases e Dimensao

Para que um conjunto de vetores seja uma base, ele deve
atender a dois critérios:

* Linearmente Independentes (LI): Nenhum vetor de
base pode ser formado combinando 0s outros.

« Geram o Espaco: Qualquer vetor do espaco pode ser
escrito como uma combinacao dos vetores de base.



Bases e Dimensao

DEFINICAO 1 Se V for um espago vetorial qualquere S = {v,, v,, ..., Vv, } for um
conjunto finito de vetores em V, dizemos que S € uma base de V se valerem as duas
condigdes a seguir.

(a) S é linearmente independente.
(b) SgeralV.

ViV, ...V,




Bases e Dimensao

DEFINICAO2 SeS = {v,,V,,...,v, } for umabase de um espago vetorial V e se

V=c¢V, teV, - +cv

n n

€ a expressao de um vetor v em termos da base S, entao os escalares ¢, ¢,, . . ., ¢, a0
[

denominados coordenadas de v em rela¢ao a base S. O vetor (¢, ¢, . .., c,) em R
construido com essas coordenadas € denominado vetor de coordenadas de v em rela-

¢do a S e € denotado por

(v)j - (Cls CQ& .y C”) (6)

S

ViV, ...V,




Bases e Dimensao

Observacéao Importante:

A base canonica de R" tem n vetores e que, portanto, a
base canonica de R3 tem trés vetores, a base candnica

de R2 tem dois vetores, e a base candnica de R tem um
vetor.




Bases e Dimensao

Teorema fundamental: Todas as bases de um espaco
vetorial de dimensao finita tém o mesmo numero de
vetores.




Bases e Dimensao

Teorema fundamental: Todas as bases de um espaco vetorial de
dimensao finita ttm 0 mesmo numero de vetores.

O espaco [R? tem dimens3o 2, ou seja, qualquer base de R? contém exatamente dois

vetores linearmente independentes.
Duas possiveis bases para R? so:

1. Base canodnica:
By = {(l,ﬂ), (01 1)}

Esses vetores s3o linearmente independentes e geram R2.

2. Outra base valida:
By = {(21 1): ( 1?3)}

Podemos verificar que esses vetores também sao linearmente independentes e

geram IR?. Portanto, eles também formam uma base.



Bases e Dimensao

Teorema fundamental: Todas as bases de um espaco vetorial de dimensao finita
tém o mesmo numero de vetores.

O espaco P> consiste em todos os polindmios da forma:

a+ bz + cr®, coma,b,cc R.

Esse espaco tem dimensao 3, entdo qualquer base de P» deve conter trés

polinomios linearmente independentes.

1. Base canonica:

By = {1,z,z%)}

2. Outra base valida:
By ={1+z,z+z°1+ %)

Esses trés polindmios também sao linearmente independentes e formam uma
base de Ps.



Bases e Dimensao

DEFINICAO 1:

A dimensdo de um espaco vetorial de dimensao finita V é

denotada por dim(V) e e definida como o numero de
vetores numa base de V.

Aléem disso, definimos o espaco vetorial nulo como tendo
dimensao zero.



Bases e Dimensao

DEFINICAO 1:

A dimenséo de um espaco vetorial de dimenséao finita V e denotada por dim(V) e
é definida como o niumero de vetores numa base de V. Além disso, definimos o

espaco vetorial nulo como tendo dimenséo zero.

Dimensoes de alguns espacos vetoriais familiares

dim(R") = n A base candnica tem n vetores.

dim(P ) =n + 1 A base candnica temn + 1 vetores.
dim(M

,,,”) = mn A base candnica tem mn vetores.



Bases e Dimensao

DEFINICAO 1:

A dimenséo de um espaco vetorial de dimenséao finita V e denotada por dim(V) e
é definida como o niumero de vetores numa base de V. Além disso, definimos o

espaco vetorial nulo como tendo dimenséo zero.

A origem
(dimensao 0)

Reta pela origem
(dimensao 1)

<7 Plano pela
origem

_____ S (dimensao 2)

(T w
(dimensao 3)




Bases e Dimensao

EXEMPLO 1:

a) Mostre que os vetores v, = (1, 2,1),v,=(2,9,0) e v,
= (3, 3, 4) formam uma base de R3.

b) Encontre o vetor de coordenadas de v = (5, -1, 9) em
relacdo a base S = {vy, V,, V5}. E qual a dimensao de
S.

c) Encontre o vetor em R3 cujo vetor de coordenadas em

relacdo a base S é (v)s = (-1, 3, 2).



Bases e Dimensao

EXEMPLO 1:

a) Mostre que os vetoresv, = (1, 2,1),v,=(2,9,0) e v, =
(3, 3, 4) formam uma base de RS,

Solucao Devemos mostrar que esses vetores sdo linearmente independentes e que ge-
3 . A . . - .
ram R’. Para mostrar a independéncia linear, devemos mostrar que a equacao vetorial

c,v, +c,v, + v, =0 (1)

3 a v 3
sO tem a solugdo trivial, e para provar que esses vetores geram R, devemos mostrar que
3
cada vetor b = (b, b,, b,) de R” pode ser expresso como

cV, tc,v, t v, =Db (2)



Bases e Dimensao

[gualando componentes correspondentes dos dois lados, essas duas equacdes podem ser
expressas como os sistemas lineares

c,+2c,4+3¢c;=0 ¢, +2c, + 3¢, = by
2¢,+9,+3¢c;=0 e 2¢,+9,+ 3c;=b; (3)
C, +4c, =0 c, +4c, = bs

(verifique). Assim, reduzimos o problema a mostrar que o sistema homogéneo (3) s6 tem
a solucdo trivial, e que o sistema nao homogéneo (5) € consistente com quaisquer valores
de b, b, e b,. Mas os dois sistemas (3) e (5) tém a mesma matriz de coeficientes

(1 2 3]
A=12 9 3
1 0 4

de modo que segue das partes (b), (e) e (g) do Teorema 2.3.8 que podemos provar ambos
resultados simultaneamente mostrando que det(A) # 0. Deixamos para o leitor confirmar
que det(A) = —1, o que prova que os vetores v,, v, € v, formam uma base de R



Bases e Dimensao

EXEMPLO 1:

b) Encontre o vetor de coordenadas de v = (5, -1, 9) em
relagdo a base S = {v,, v,, V5} e qual a dimensdo de S.

Precisamos primeiro expressar v .como uma combinacao linear dos vetores em S,
Ou Seja, precisamos encontrar valores de c1, c2 e ¢3, tais que:

V=V, tc,V, TV,
ou, em termos de componentes,
(5, —1,9) = r:l(l, 2, 1) + 62(2, 9,0) + (:’3(3, 3,4)

« dim(S) e e definida como o numero de vetores da base. Logo dim(S)
=3



Bases e Dimensao

V=V, TV, TV,
ou, em termos de componentes,
(Sa _la 9) — C[(la 2& l) + C:{(Za 95 (}) + {:3(31 3& 4)

Igualando os componentes correspondentes, obtemos
¢, +2¢c,+3¢c;= 5
2¢, +9¢, + 3¢, = —1
C +4c;,= 9

Resolvendo esse sistema, obtemos ¢, = 1, ¢, = —1, ¢; = 2 (verifique). Portanto,

(V)S - (11 _l& 2)



Bases e Dimensao

EXEMPLO 1:

c) Encontre o vetor em R3 cujo vetor de coordenadas em
relagdo a base S é (v)s = (-1, 3, 2).

Usando a defini¢do de (v),, obtemos

v=(—1v, +3v,+2v,
=(—D(1,2,1)+32,9,0)+2(3,3,4) =(11,31,7) <«



Bases e Dimensao

EXEMPLO 2: Encontre uma base para o subespaco S =
{(a,b,c,d) eR*;a-2b=0,c=3d; bed eR}. Equal a
dimensao de S?



Bases e Dimensao

EXEMPLO 2: Encontre uma base para o subespaco S =
{(a,b,c,d) eR* a-2b=0,c=3d; bed €R}. Equal a
dimensao de S?

Sea—2b=0=>»a=2bec=23d, logo:

S =(2hb, b, 3d, d); « dim(S) é definida como o
numero de vetores da base B.
S=h(2, 1,0,0)+d(@O,0,3,1). Logo dim(S) = 2

« Vamos Verificar se B = {(2, 1, 0,0) e (0,0, 3, 1)} e
uma base de S (ou seja, seé Ll esegeraS).



Bases e Dimensao

EXEMPLO 2: Encontre uma base para o subespaco S =
{(a,b,c,d) eR* a-2b=0,c=3d; bed €R}. Equal a
dimensao de S?

Verificar se B é LI:

Para ser LI deve-se mostrar que c,v, + c,v, = 0 tem apenas a
solucao trivial:

C,Vy+C,V, =0
c,(2,1,0,0) +c,(0,0,3,1)=(0, 0,0, 0)

2¢c,+0c, =0
c;,+0c,=0
Oc,+3c,=0
Oc,+¢,=0

Note que o sistema tem apenas a solucéo trivial: ¢c,=c, =0, logo a
base é LI!



Bases e Dimensao

EXEMPLO 2: Encontre uma base para o subespaco S =
{(a,b,c,d) eR*;a-2b=0,c=3d; bed eR}. Equal a
dimensao de S?

Verificar se a B gera S:

Para isso, deve-se mostrar que c,v, + C,vV, = (2b, b, 3d, d) (gera o
R4):
bv, +dv, =V
b(2,1,0,0)+d(0,0,3,1)=(2b, b, 3d, d)

Note que qualquer vetor (a, b, c, d) € S pode ser escrito como: (a, b,
c,d)=b(2,1,0,0) + d(0, 0, 3, 1) = bv,+dv.,.

Isso prova que qualquer vetor de S pode ser gerado por uma
combinacéo linear dos vetores (2, 1, 0,0) e (0, 0, 3, 1).



Bases e Dimensao

EXEMPLO 3: Considere 0 R? munido das operac¢des
usuais e os vetores v, = (1, -3) e v, = (2, 4). Mostre que 0
conjunto B = {v,, v,} € base do R% E encontre as
coordenadas do vetor v = (5, -9) na base B.



Bases e Dimensao

EXEMPLO 3: Considere 0 R munido das operacdes usuais e os vetores v, = (1, -

3) e v, = (2, 4). Mostre que o conjunto B = {v,, v,} é base do R?. E encontre as
coordenadas do vetor v = (5, -9) na base B.

Verificar se B é LI:

Para ser LI deve-se mostrar que c,v, + c,V, = 0 tem apenas a
solucao trivial:

C,Vy+C,V, =0
C1(1, -3) +¢,(2,4) = (0, 0)

c,+2c, =0
-3¢, +4c, =0

Note que o det(A) = 10, o sistema tem apenas uma solucdo! E além
disso, a solucgéo é a trivial: ¢, =c, =0, logo a base é LI!



Bases e Dimensao

EXEMPLO 3: Considere 0 R munido das operacdes usuais e os vetores v, = (1, -

3) e v, = (2, 4). Mostre que o conjunto B = {v,, v,} é base do R?. E encontre as
coordenadas do vetor v = (5, -9) na base B.

Verificar se B gera o0 R?:

Para isso deve-se mostrar que c,v, + ¢,V, = (b, b,):
CVy + GV, = (g, by)
C1(1, -3) +¢,(2, 4) = (by, by)

c,+2c, =b,
'3C1 + 4C2 — b2

Note que o det(A) = 10, logo o sistema € possivel e determinado e
possui apenas uma solucdo! Logo, B gera o R?!

Obs.: Em R", um conjunto de n vetores LI automaticamente gera R"!



Bases e Dimensao

EXEMPLO 3: Considere 0 R munido das operacdes usuais e os vetores v, = (1, -
3) e v, = (2, 4). Mostre que o conjunto B = {v,, v,} é base do R?. E encontre as
coordenadas do vetor v = (5, -9) na base B.

Encontrar as coordenadas do vetor v = (5, -9): (v).:

Para i1sso deve-se mostrar que c,V, + C,V, = V:
CVy + GV = (5, -9)
C1(1, -3) +¢,(2,4) =(5,-9)

c;+2C, =5
-3¢, +4¢,=-9

c,= 19/5 e c, =3/5

Logo (v), = (19/5 ; 3/5)!



Bases e Dimensao

EXEMPLO 4: Considere o espaco vetorial V e encontre
uma base para V e determine a dimenséo de V-

V= {[CC‘ Z] e M(22);a—d = 0;b = 2c}



Bases e Dimensao

EXEMPLO 4: Considere o espaco vetorial V e encontre uma base para V-

V= {[? Z] e M(2,2);a—d = 0;b = 2c]

Sea—-d=0=>a=deb=2c, logo:

1d 2cl1_ ;1 O 0 2

v=1¢ al=dly 1l*ely ¢

.. _ 1 01.710 214 .
VamosVerlflcarseB—{[O 1],[1 O}euma base
do M(2,2) (ou seja,se e Llesegeras).

« Se for Base, entdo a dim(V) é definida como o nimero
de vetores da base B. Logo dim(V) = 2.



Bases e Dimensao

EXEMPLO 4: Considere o espaco vetorial V e encontre uma base para V-

V= {[‘Cl Z] e M(2,2);a—d = 0;b = 2c]

Verificar se B é LI:

Para ser LI deve-se mostrar que c,M,; + ¢,M, = 0 tem apenas a
solucao trivial:

clM +02M
ey vy gl - !

c;,+0c, =0
Oc,+2¢c,=0
Oc,+¢c,=0
c,+0c,=0

Note que o sistema tem apenas a solucéo trivial: ¢c,=c, =0, logo a
base é LI!



Bases e Dimensao

EXEMPLO 4: Considere o espaco vetorial V e encontre uma base para V-

V= {[‘Cl Z] e M(2,2);a—d = 0;b = 2c]

Verificar se a B gera V-

Para isso, deve-se mostrar que c,M, + ¢,M, = M (gera o0 M(2,2)):

dM; +cM, =M
oy Sl =1

Note que qualquer matriz € V pode ser escrito como: [CCI de] =d

L Owel0 2]=amprom,

Isso prova que qualquer vetor de V pode ser gerado por uma
combinacao linear das referidas matrizes.



Bases e Dimensao

EXEMPLO 5: Expligue por que os vetores dados ndo sao
uma base do espaco vetorial dado:

plzl+x+x2,p2=x—lparaP2



Bases e Dimensao

EXEMPLO 5: Expligue por que os vetores dados ndo sao
uma base do espaco vetorial dado:

O espaco vetorial dado é P, que representa o espaco de todos os polinémios de
grau no maximo 2. Esse espaco tem dimenséo 3, pois uma base candnica para Ps é,

por exemplo, {1, z, z%}.
Os vetores (polinémios) dados séo:
pp=1+z+z* p=z—1.

Para que esses polindmios formassem uma base de P, eles precisariam ser
linearmente independentes e gerar todo Fs. No entanto, existem dois problemas

principais:



Bases e Dimensao

EXEMPLO 5: Expligue por que os vetores dados ndo sao
uma base do espaco vetorial dado:

1. O conjunto nao contem tres vetores

O espaco P tem dimenséo 3, ou seja, qualquer base precisa conter trés polinémios
linearmente independentes. Como foram fornecidos apenas dois polinémios, eles nédo

podem ser uma base de P, pois ndo geram todo o espaco.



Bases e Dimensao

2. Os vetores ndao geram P

Para que os polinémios p; e p2 gerassem P», qualquer polinémio genérico de grau
no maximo 2:
a -+ bx + cx’

teria que ser escrito como uma combinacao linear de p; e p2, ou seja:

a(l+z+2z2*)+B(z—1)=a+ bz + cx’.

Expandindo:
a+taz+ az’+ Br— B =a+ bz + cz’.
Reorganizando os termos:

(@ —B)+ (e + B)z + az® =a + bz + cz’.



Bases e Dimensao

EXEMPLO 5: Expligue por que os vetores dados ndo sao
uma base do espaco vetorial dado:

Isso gera o sistema:
a— [ =a,
a+ B8 =0,
a = c.

Esse sistema tem apenas duas variaveis («, (3) para trés incégnitas (a, b, ), o que
significa que ele nem sempre tem solucdo para todos os polindmios de FP;. Portanto,

os vetores ndo geram todo F.



Mudanca de bases



Mudanca de bases

Uma base conveniente para um problema pode nao ser
conveniente para um outro, de forma que € um
procedimento comum no estudo de espacos vetorials a
mudanca de uma base para uma outra.




Mudanca de bases

Solucao do problema de mudanca de base Se mudarmos a base de um espaco
vetorial V de alguma base velha B = {u,, u,, .. ., u,} para uma base nova B’ =
{u,u,,...,u },entdo, dado qualquer vetor vem V, o velho vetor de coordenadas [v],
esta relacionado com o novo vetor de coordenadas [v], pela equacdo

[Vl = P[v], (7)

onde as colunas de P sao os vetores de coordenadas dos vetores da base nova em rela-
¢ao a base velha; ou seja, os vetores coluna de P sdo

[uilp, (W, ..., [wly (8)

* A matriz P na Equacéo (7) e denominada matriz de transicao de
B para B’.

* As colunas de P de uma base velha para uma base nova sao os
vetores de coordenadas da base velha em relacao a base nova.



Mudanca de bases

Um procedimento para calcular P,

Passo 1. Montamos a matriz [B’ | B].
Passo 2. Reduzimos a matriz do Passo 1 a forma escalonada reduzida usando opera-
cOes elementares com as linhas.

Passo 3. A matriz resultante € [/ | P, ..
Passo 4. Extraimos a matriz P,_, do lado direito da matriz do Passo 3.

Esse procedimento € capturado no diagrama seguinte.

operagOes com linhas
—>

[base nova | base velha] [/ | transicdo da velha anova] (14)



Mudanca de bases

No Exemplo 1, consideramos as bases B = {u,, u,} e B = {u}, u.} de R, em que
u =(1,0), w,=(@O,1), w=A,1), w=(@21)

(a) Use a Formula (14) para encontrar a matriz de transi¢ao de B’ para B.

(b) Use a Féormula (14) para encontrar a matriz de transicao de B para B'.



Mudanca de bases

Passo 1: Definir as bases

A base candnica B é formada pelos vetores padrao:

B = {(1:0}: (Da 1)}

. r
Agora, considere a nova base 5

B'={(1,1),(2,1)}



Mudanca de bases

Passo 2: Encontrar a matriz de transicao Pg._

No Exemplo 1, consideramos as bases B = {u,, u,} e B = {u/, u.} de R, em que
u =(L0), w,=@01, w=(A1, w=(@21)

(a) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transicao de B’ para B.

(b) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transicao de B para B'.

Solucao (a) Aqui B’ € abase velha e B € a base nova, portanto,

1 0|1 2
[base nova | base velha] = 0 111 1

Como o lado esquerdo ja € a matriz identidade, ndo precisamos reduzir. Vemos claramen-
te que a matriz de transicao €



Mudanca de bases

Passo 3: Encontrar a matriz de transicao Pg_, g

Solucdo (b) Aqui B € a base velhae B’ € a base nova, portanto,

" b h 271 0
[base nova | base ve a]—1 1lo 1

Reduzindo essa matriz até tornar o lado esquerdo a identidade, obtemos (verifique)
—1 2
1 -1

1 0
[/ | transic@o da velha para a nova] = [ 0 1

de modo que a matriz de transicao €



Mudanca de bases

Passo 4: Aplicar a Mudanca de Base

Agora, vamos considerar um vetor qualquer:

v=(5,-9)

1. Passo 4.1: Escrever v na base antiga B

e Como B é a base candnica, o vetor ja esta escrito nela:




Mudanca de bases

Passo 4: Aplicar a Mudanca de Base

2. Passo 4.2: Encontrar [v]pr

* Aplicamos a matriz Pp_.p:

Multiplicamos:

Entdo, o vetor v = (5, —9) na nova base B’ é:

[F]B’ — ( 23, 14)
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