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Método das Forcas

Para facilitar o entendimento do método, esta apresentacao é feita
com base em um exemplo, que € mostrado na Figura. Todas barras
tem A =5-10°m?; 1 =5-10* m*e E = 2-108 KN/m?.

5 kN/m
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20 kN

Figura 5.1 — Estrutura utilizada para a descricdo da metodologia do Método das Forgas.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

Definir o grau de hiperestaticidade: No exemplo, g = 2. (teremos 2
Incognitas)

S kN/m
LWILLTLUTLLTLL]

20 kN
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<4++—
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Figura 5.2 — Componentes de reagdes de apoio da estrutura da Figura 5.1.




Metodologia: Método das Forcas

Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

Cria-se uma estrutura isostatica auxiliar, chamada Sistema Principal (SP),
que é obtida da estrutura original hiperestatica pela eliminacao de vinculos.

A escolha do SP é arbitraria:
qualquer estrutura isostatica
e escolhida é valida!
—>

A #0

0, #0

@Xl

Figura 5.3 — Sistema Principal adotado para a solugao da estrutura da Figura 5.1.

X1 =M — reacdo momento associada ao vinculo de apoio 8, =0;

X> = Hp — reacao horizontal associada ao vinculo de apoio A5 =0.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Procuram-se os valores dos hiperestaticos X, e X, que fazem com que as
condicoes de compatibilidade violadas na criacdo do SP, sejam
restabelecidas.

A determinacao de X, e X, é feita através da superposi¢ao de casos basicos.
O numero de casos basicos € sempre igual a g + 1. No exemplo, isso resulta
nos casos (0), (1) e (2) que sdo mostrados a segulir.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 2: Restabelecimento das condi¢des de compatibilidade
Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SP.

O caso basico (0) isola o efeito da solicitacdo externa (carregamento
aplicado) no SP

5 kN/m A rotacdo 610 e o deslocamento horizontal
lllllllllllllll 520, nas direcdes dos vinculos eliminados
20k para a criacdo do SP, sdo chamados de

termos de carga.

0i0 —termo de carga: deslocamento ou

rotacdo na direcdo do vinculo eliminado
. associado ao hiperestatico Xi quando atua a
hY

Sio
= - - ~ -
_. solicitagao externa isoladamente no SP (com
8,0 =-13,64-107 rad —_ === . Lo

hiperestaticos com valores nulos).

-3
. 8y =+115,2:107° m S0

Figura 5.4 — Solicitagdo externa isolada no SP da estrutura da Figura 5.1.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

O sinal negativo da rotacdo 610 indica que a rotacao tem o sentido contrario
do que é considerado para o hiperestatico X1 no caso (1).

5 kN/m

[T
o [T Os termos de carga

podem ser calculados
utilizando o PFV!

8,0 =-13,64-107 rad

8y =+115,2:107 m




Metodologia: Método das Forcas

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (1) — Hiperestatico X1 isolado no SP.

Considera-se um valor unitario para X,, sendo o efeito de X; =1
multiplicado pelo valor final que X, devera ter.

dij —  coeficiente de
'g flexibilidade:
;‘ ~ x X1
ik ‘ deslocamento ou rotagao na
; : direcédo do vinculo eliminado
\ 8,1 =+0,1152-10"° rad/kNm %‘
| Xi=1 LN, |61 =-0,6997-107 m/kNm o

associado ao hiperestatico Xi.
Figura 5.5 — Hiperestatico X, isolado no SP da estrutura da Fig;ra 5.1.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (2) — Hiperestatico X2 isolado no SP.
Considera-se um valor unitario para X,, sendo o efeito de X, = 1

multiplicado pelo valor final que X, devera ter.

——

--------------

X2=1 |

8, =—0,6997-107° rad/kN

8y, =+6,1180-10° m/kN

x X2

Os valores de d,, e 0, Sao

iguais!

Os coeficientes 06i) e 0ji,
serao iguais,

sempre
conforme o Teorema de

Maxwell.

Figura 5.6 — Hiperestatico X; isolado no SP da estrutura da Figura 5.1.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Utiliza-se a superposicao de efeitos para restabelecer as condicoes de
compatibilidade violadas na criacao do SP.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Utiliza-se a superposicao de efeitos para restabelecer as condicoes de
compatibilidade violadas na criacao do SP.

. Superposicao das rotagdes do n6 inferior esquerdo (n6 A):

019 + 011 X1 +01, X, =0

. Superposicao dos deslocamentos horizontais no né inferior direito (né B):
O +07 X1 +05 X, =0

. Sistema de equagdes de compatibilidade:

{510 +01, X1 +61,X;, =0 ~13,64-107° +0,1152-10 - X, —0,6997-10 - X, =0
09 + 05 X1 +0, X, =0 +115,2-10°-0,6997 -10 > - X, +6,1180-10 > - X, =0
A solugao deste sistema de equacdes de compatibilidade resulta nos seguintes va-

lores das reagdes de apoio Xi e Xo:

X, =+13,39 kNm;
X, =-17,29 kN.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 3: Superposicao de Efeitos

O sistema pode ser reescrito de uma forma matricial:

{510 +0;; X +01pX; =0 _ {510} +{511 01 H)ﬂ } _ {0}

020 + 0 X1 +03p X, =0 On] [0n On (X, 0

No caso geral de uma estrutura com grau de hiperestaticidade g, pode-se escrever:
16, 1+ [6KX}=1{0}. (5.4)

Sendo:

{80} = vetor dos termos de carga;

[6] = matriz de flexibilidade;

{X} — vetor dos hiperestaticos.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Utiliza-se a superposicao de efeitos para restabelecer as condicoes de
compatibilidade violadas na criacao do SP.

5 kN/m

L llllllllll L

20 kN

13,39 kNm

\F’—?

Figura 5.7 — Valores e sentidos dos hiperestaticos na solugéo da estrutura da Figura 5.1.




Metodologia: Método das Forcas

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Existem duas alternativas para I1sso:

1. Calcula-se uma estrutura isostética (o Sistema Principal) com o carregamento
aplicado simultaneamente aos hiperestaticos - com os valores corretos encon-
trados - como se fossem forcas e momentos aplicados.

2. Utiliza-se a propria superposigao de casos basicos para a obtencao dos esforcos
internos (ou deslocamentos) finais.



Metodologia: Método das Forcas

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Existem duas alternativas para I1sso:

. Utiliza-se a propria superposicdo de casos basicos para a obtencao dos esforgos
internos (ou deslocamentos) finais.

Mais comum, pois, os momentos fletores finais (M) podem ser
obtidos pela superposicao dos diagramas de momentos fletores (Mi)
dos casos basicos.




Metodologia: Método das Forcas

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Esse resultado pode ser generalizado para todos os esforcos internos:

J=8
=
=8
Q=Q0+Z' 1Qj-Xj; (5.2)
j=
J=8

j=1



EXEMPLO 1: Viga Continua



EXEMPLO 1: Viga Continua

Considere a viga continua mostrada na Figura, com trés vaos e com
uma carga uniformemente distribuida abrangendo o védo da
esquerda. A rigidez a flexdo da viga, El, é fornecida. Pede-se o
diagrama de momentos fletores da estrutura. Despreze os efeitos
axiais e cisalhamento.

LLLLLLLLLLLLS
AN 7 7~ N

< [ ::1::: [ >l< [ %‘

Figura 5.8 — Viga continua com trés vaos e carregamento uniformemente distribuido no primeiro vao.




EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal
Hiperestatico: g=5-3 = 2.

Sistema Principal (SP): obtida da estrutura original hiperestatica pela
eliminacéo de vinculos.

LLLLLLLLLLLLY

AN A T VAN
X1 X5
= [ e [ >l< / —=

Figura 5.9 — Primeira op¢édo para SP da estrutura da Figura 5.8.




EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SP.

-
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g2/ 8 Eq12/6 @

Figura 5.10 — Solicitacao externa isolada no SP da Figura 5.9.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (1) — Hiperestatico X1 isolado no SP.

011 — deslocamento vertical no ponto do apoio eliminado associado a X1 provoca-
do por X1 =1 no caso (1);

0,1 — deslocamento vertical no ponto do apoio eliminado associado a X> provoca-
do por X1 =1 no caso (1).

-
-
-~ -

X1=1
i2/3 1/3?
x Xq

7“ U Figura 5.11 — Hiperestatico X; isolado no SP da Figura 5.9.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (2) — Hiperestatico X2 isolado no SP.

-
- -
-

oy
x X

Figura 5.12 — Hiperestatico X; isolado no SP da Figura 5.9.

Os coeficientes de flexibilidade no caso (2) tém a seguinte interpretacao fisica:

01, — deslocamento vertical no ponto do apoio eliminado associado a X; provoca-
do por X, =1 no caso (2);

S
4 7“7 0y —>deslocamento vertical no ponto do apoio eliminado associado a X2 provoca-

do por X, =1 no caso (2).



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Utiliza-se a superposicao de efeitos para restabelecer as condicoes de
compatibilidade violadas na criacao do SP.

{510}_'__511 512'{3‘(1}:][0}
0] |[On On ||X 0




EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6,, usando o PFV

S 2 A 2
q2/8 h-“2‘q12/6 @
1 [ 1
510 —_— Mde=— MlMﬂdI .
El viga 0

A integral acima é calculada para cada trecho da viga:

31 [ 21 31
MlMﬂdx=.[M1Mndx+ M, Mdx+ |M,;M,dx .
0 0 [ 21



EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6,, usando o PFV

21/3 @

ql2/8

—1—t
| [P
0 MADM M—BW =TI M
—1— 1— 1

MD "’“T-CEI]]]MC _M%MCI EMBMLI _MLMC!‘
e lemn 2 1 1
Mp| MMyl 3 MaMp! 3McMpl




EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6,, usando o PFV
e e ————Eﬂ

l 21 31
M, M dx M, M, dx M, M, dx
0 [ 2]




EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6,, usando o PFV

1 — T
] ] ]
_ /3
/2|1/3 ZI/N B

21/3
1/3




EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6,, usando o PFV

N}:p/ 6

ql2/8

/21/3

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6,, usando o PFV

[
2q12</ Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6,, usando o PFV

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6,, usando o PFV
framac==3(3 %5 o-35 ) o
Jamte =3 52 -3 -3 32 -5 o

~ 3] 2
MIMDdJ::—l(I] a (1)
Jai 3\31 6

- 3] 14
M Mydx =1
v( 4

O valor final de &y é:

3] 4
1 gl
O0n=—- \M M,dx =——"—.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de o, usando o PFV.

Este célculo e analogo ao calculo do termo de carga 6.
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ql2/8 2412/ 6

(%)

I 21 31
M, M ydx M, Mydx M, M ydx
0 l 21

3 —




EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6, usando o PFV

N}:p/e,

""/_.II/B

L

ql2/8

"7

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6, usando o PFV

[
2¢1 12{/ Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6, usando o PFV

prel——"

L

21/\

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6, usando o PFV
M Modz ‘3(3)(&2 J‘”i(;](q:](”;
e s 0 3 s 3 k3 )
;\I/IZMde = ‘5(?]{%@ ;

31 4

i
IMZMOd _ 2
. 24

Isso resulta em:

5ql 4
24E]

1 31
Sy =—+ |MyMydx = —
20 E] J.(] 2550



EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de &,, usando o PFV.

e © A ©
A DANRVAN A\
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| 13
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1 31
M, M, dx IM1M1dx M, M, dx
0 l 21

_— 1I/3
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6., usando o PFV

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6., usando o PFV
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Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6., usando o PFV

P

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 6., usando o PFV

o= 2) 2
T

3]
M, M, dx = +1[i][i](z);
)i 33 A3

MMdJ. +%

o0

O valor resultante para di1 é:

413

011 = J.M Mydx =+—.
9EI



EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de 9., e 6,, usando 0 PFV.

e © e O

4 VANPAN AL

1 21 3l
M, M, dx J.M M, dx M, M, dx
0 l 2]
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| I ———
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de d,, e 9,, usando o PFV.

¥

——— 1I/3

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de d,, e 9,, usando o PFV.
‘/”/_-l 1/3
Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de d,, e 9,, usando o PFV.

P

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de d,, e 9,, usando o PFV.

e e 2
o =8 H 2 2

3l 31 1(21Y |
[itt= [tz 2(Z) Ly
21 21 3 3 3

3l 31 7!3
0 0 18

713
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de d,, usando o PFV.

.....




EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de §,, usando o PFV.

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de §,, usando o PFV.

/3

L)

/3

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de §,, usando o PFV.

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Calculo de d,, e 9,, usando o PFV.

e
=3 o o2 L
£k

[
J.MZMZd -
0

31
J.MZMZd =

3 )[]

J.MMd +4;

v 47
0. L M M,dx =+—.
2Kl L 22 9EI



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Sistema de compatibilidade final para este exemplo:

O19] |01 012 || X4 0 gl* (1/4 N 1° | 4/9 7/18|[ X, 0
+ = (- — =9
Oy | |02 O || X5 0 EI |5/24] EI|7/18 4/9 || X, 0
A partir da solucao deste sistema de equacdes determinam-se os valores dos hipe-

restaticos X; e X> em funcado de ! (comprimento de um vao da viga) e g (taxa de car-
regamento distribuido):

< 20
q
X, =——"
710




Metodologia: Método das Forcas

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Existem duas alternativas para I1sso:

e (Calcula-se o Sistema Principal com o carregamento aplicado simultaneamen-
te aos hiperestaticos X; e X, com os valores corretos encontrados;

e Utiliza-se a propria superposicao de casos bdsicos para a obtencdo dos mo-
mentos fletores finais: M = My + M- X1 + M2 Xa.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

M= Mp+ M- X7+ M> X>.
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

fX =+@
M= My + M- X1 + M- Xs. ] ;-;0 ,
X, =25
LLLLLLLLLLLLS
AN AN I\ AN

?13@/30 _ﬁqu/zo —I{qz/m q.r/60_§

| ——f=— | —f=— | —

ik (M)
VAR PZT AR s SN

Figura 5.18 — Reagdes de apoio e diagrama de momentos fletores finais da estrutura da Figura 5.8.




EXERCICIO PARA O LAR

» Resolver o problema anterior, considerando o Sistema
Principal obtido por introducéo de rotulas internas.

Neste caso, sao Introduzidas duas rétulas nas secbes dos
dois apoios internos. Os hiperestaticos X; e X, Sao
momentos fletores associados a continuidade de rotacao da

viga nestas secoes.

Xl Xl Xz XZ

5 A
AN WaY, VA L

= —f=— | —>f=— | ——

Figura 5.19 — Segunda opgéo para SP da estrutura da Figura 5.8.




Viga com rotulas

Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal
Hiperestatico: g=5-3 = 2.

Sistema Principal (SP): obtida da estrutura original hiperestatica pela
eliminacéo de vinculos.

X1 Xl Xz XZ

5 o
AN WaY, VAl —

= —>=— | —>f=——- | ——

Figura 5.19 — Segunda opgéo para SP da estrutura da Figura 5.8.




Viga com rotulas

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SP.

HITTTTTTLLTLE Y60 an-0
VAN nt 2<C 7\
A A
ql/2+ +4ql/2
— ! =l [ * / %l
VA e = =X 7

o D

Figura 5.20 — Solicitacdo externa isolada no SP da Figura 5.19.



Viga com rotulas

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (1) — Hiperestatico X1 isolado no SP.

[/ 21 T
x X1

Figura 5.21 — Hiperestatico X; isolado no SP da Figura 5.19.
0,1 —rotacao relativa entre as secdes adjacentes a rétula associada a X1 devida
a X1 =1no caso (1);

0,; — rotagao relativa entre as secdes adjacentes a rétula associada a X> devida
a X1 =1no caso (1).



Viga com rotulas

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (2) — Hiperestatico X2 isolado no SP.

?ﬂ 2/1 1/1
x X2

Figura 5.22 — Hiperestatico X; isolado no SP da Figura 5.19.

0., — rotacdo relativa entre as se¢des adjacentes a rétula associada a X; devida
a X2 =1no caso (2);



Viga com rotulas

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Utiliza-se a superposicao de efeitos para restabelecer as condicoes de
compatibilidade violadas na criacao do SP.

{510}_'__511 512'{3‘(1}:][0}
0] |[On On ||X 0




Viga com rotulas

Calculo dos §;; usando o PFV

1 1 @ ~ R
5 E pSe 2 P = ® =
11 @
A/Ll\
AN bat Pat VAN S i 3¢ D2 7N
1 &
1 1 A @ 1u1 A @
VAN Dat Dat AN AN 2 Dat AN
L 11
_® =
VAN 2 Dat AN AN Dat L AN
11 @ 11 @
/\/I’J\ r\/lﬂl\




Viga com rotulas

Calculo dos §;; usando o PFV

1 1 qlz q13
=—:|——=(1) — ()| =- ;
%10 EI { 3( { 8 }( )} D4F]

Sap =0
1= | + 20+ S0 | =+ 25
EI | 3 3 3EI
O =0 = o+ (XD | =+
1 1 21
O =gy | +5 DA+ XD | =+ 2



Viga com rotulas

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Sistema de compatibilidade final para este exemplo:

1 011 Opy |[ X4 0 ql3 1/24 112/3 1/6
3 + = — - +—
Lé‘zo 0y1 0oy || X5 0 EI | O EI|1/6 2/3
2
X1=+£
) 15
gl*

I

Xy
X5

-

0
0

|



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos gl
Xl =+ —-
M= Mp+ M- X7+ M> X>. ) 1152 .
_4
A A 260
Dal VAN
N?S/é Bal @ VAN
1u1 . @
A X = 7t
11 @
f\/lf‘]\
AN Dat D= AN




EXEMPLO 2: Quadro Fechado



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Quadro externamente isostatico: Neste estudo, apenas sao
discutidos os Sistemas Principais adotados. A solucdo final da
estrutura ndo € mostrada, visto que isso e feito para diversos outros
exemplos.

S

{ /2 | 1/2 "~Jl

Figura 5.23 — Pdrtico plano externamente isostatico e com hiperestaticidade interna devida a um anel.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

[(n °de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n °de equagoes vindas de articulacdes internas)].

Hiperestatico:g=6-3=3. <~

Sistema Principal (SP): obtida da estrutura original hiperestatica pela
eliminacéo de vinculos.

4P 2

_—

Ou

X



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

As rotulas poderiam ser colocadas em quaisquer outros trés pontos, desde
que ndo ficassem alinhadas em uma mesma barra, 0 que caracterizaria uma

Instabilidade!

O O O O

“ 5

(@) — (b) L

Figura 5.30 — Outras alternativas para SP do quadro da Figura 5.23 com introducgao de rétulas:
(a) opgao valida; (b) opgéao invalida.

X




EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SP

Figura 5.25 — Solicitagao externa isolada no SP da Figura 5.24.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (1) — Hiperestatico X1 isolado no SP.

f ------- <;fj x X3
T |

Figura 5.26 — Hiperestatico X, isolado no SP da Figura 5.24.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (2) — Hiperestatico X2 isolado no SP.

[
-"l-.__.-
—

x X»

Figura 5.27 — Hiperestatico X; isolado no SP da Figura 5.24.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (3) — Hiperestatico X3 isolado no SP.

1
|
r.l‘ ] '
;T Q}Yﬁ* |
AX] :
>-L—$< ‘I xXg
\
\
1
1
1

Figura 5.28 — Hiperestatico X3 isolado no SP da Figura 5.24.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Utiliza-se a superposicao de efeitos para restabelecer as condicoes de
compatibilidade violadas na criacao do SP.

F51n + 011X + 015X, +013X5=0
._53[} T 531X1 + 532X2 + 533X3 =0

A




EXEMPLO 3: Portico com anel



EXEMPLO 3: Portico com anel

Determine pelo Método das Forcas o diagrama de momentos
fletores do quadro hiperestatico ao lado. Somente considere
deformacbes por flexdo. Todas as barras tém a mesma inércia a
flexdo El = 1,0 x 10°kNm?.

O
>

2 kN/m
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EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n °de equacoes vindas de articulacoes internas)].

Hiperestatico: g =4 + 3*1 — (3+(4-1)) = 2.

barra 1

0

—>

—>

E] o T

S <

23| © e

N = = s
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EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

g = [(n°de componentes de reacio de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n°de equagdes vindas de articulacoes internas)].

Hiperestatico: g =4 + 3*1 — (3+(4-1)) = 2.

Sistema Principal (SP): obtida da estrutura original hiperestatica pela

eliminacéo de vinculos.
(8=2)

X1ﬂ X1

O

\

[re




EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SP.

Caso (0) - Solicitagﬁo externa isolada 79

no SP /
4
B UANENE"
< :; 6 kN
2= a\ o~
N> M ™~
=|" &
—>
—>
3
74,>,BlkN
6 kN 12 kN
3 S =
“\ ; g §$



EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (1) — Hiperestatico X1 isolado no SP.

Caso (1) - Xj tsolado no SP




EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (2) — Hiperestatico X2 isolado no SP.
Caso (2) - Xz isolado no SP

¢ D 1




EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 9,, usando o PFV

Caso (1) - Xy isolado no SP Caso (0) - Solicitagdo externa isolada 72
= - no SP 6 N /
RO,
Bl A =
1/4 > — BN
\ 4 ~= % N
— | |o
B AEs —
SaC
_)
— <
AT
6 kN 12 kN
A
§ - <
n é 747>7_ oV ol




EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 9., usando o PFV

Caso (2) - X3 isolado no SP Caso (0) - Solicitacdo externa isolada 77
Oﬂ, 1 o no SP 6 kN /
B A w
— S 6N
25 o\ T ~
T Bl L0 :
(0)]
X2 3
S| o
VAN S <
Xo=
;i\ 1l AN
p— Z 6 ‘_Iﬁ kN
141 1/4] A
_ v i E i <]
oV o

EI |3 6 2



EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 6,, usando o PFV

Caso (1) - Xy isolado no SP Caso (1) - Xj isolado no SP
= - = 1 _

1/4 1/4

511:l ‘:2 1 1 1 4+2 — 1 1 6:‘:4'—
EI 3 3 3EI



EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 9,, = 6, usando o0 PFV

Caso (2) - Xz isolado no SP Caso (1) - Xy isolado no SP
O : 1
— 1/4
v
@ . X2 Y /-
Sy
AN
1 A
114 T 1/4 1
i v § AN




EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 9., usando o PFV

Caso (2) - Xz isolado no SP Caso (2) - Xz isolado no SP

AN ! @ 7\ 1
@ . X2 @ . Xo
AN . AN
X=l - =l
A A
e - A
14T 1/4 L+ 14 T 1/4 L
n v _ " \ 4 _

5,5 =i.[1.1.1.4+1.1.6}=+
El |3

2
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EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Equacoes de Compatibilidade

+ =t
520 521 522 Xz 0 X2 — _4582kNm

510=i' 1'1-9-f:’a—l-l-?;f:’a-f:’m}=—%
EI | 3 3 E]

520=i' 1'1'72-4+1-1-36-4+1-1-72.6}=_|_ﬁ
EI [ 3 6 2 El
EIL 3 3 3EI

0y =015 =0
EI |3 3E]



EXEMPLO 3: Portico com anel

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Diagrama de Momentos Fletores

M=My+ Mqi:Xq7 + M>X>
36.00

8.10

—— 2618

26.18

|

N

8.100C

45.82
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EXEMPLO 4: PArtico com Recalque



EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Considere as duas estruturas mostradas abaixo. A da esquerda € um quadro
Isostatico e a da direita € um quadro hiperestatico. Os dois quadros sofrem a
mesma solicitacdo: uma forca horizontal de 50 kN aplicada no apoio da direita e
um recalgue desse mesmo apoio de 6 mm para baixo. Todas as barras tém um
material com moédulo de elasticidade E = 1,0 x 108 kN/m? e se¢Bes transversais
com momento de inércia I = 1,0 x 103 m*. Considere valida a hipotese de
pequenos deslocamentos.

|
L N




EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

£ £
(&} o
- —» o —»
AN 50 kN~ A\ 7 50 kN N\
—IE — TE
(o] O
3m 8 dm —————= 8
o o

Pede-se:

(a)
(b)

Determine o diagrama de momentos fletores da estrutura isostatica.

Determine o diagrama de momentos fletores da estrutura hiperestatica. Deve-se utilizar o Método das

Forcas, adotando OBRIGATORIAMENTE como Sistema Principal a estrutura isostatica da esquerda.

Somente considere deformacdes por flexao.

(b.1) Dé a intepretacdo fisica do termo de carga di0 do sistema de equacbes de compatibi-
dade do Método das Forgas para esta solugao.

(b.2) Mostre a dedugao do termo de carga dio pelo Principio das Forgas Virtuais.

Considere que as colunas dos quadros acima tiveram a segao transversal modificada para uma com

momento de inércia I = 2,0 x 10 m* (a viga ndo se altera). Responda sem fazer nenhum célculo:

(c.1) O diagrama de momentos fletores da estrutura isostatica se altera? Por que?

(c.2) O diagrama de momentos fletores da estrutura hiperestatica se altera? Por que?



EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Item (a): Como a estrutura € isostatica, 0 “pequeno” recalque de apoio néo
provoca deformacdes (s6 movimento de corpo rigido). Portanto, o recalque néo
provoca momentos fletores, que so sao devidos a carga de 50 kN aplicada!

/8 8\

100 100
(M)

(kNm)

<4+—+— Vi
S0 kN S0 kN

D= 0.0051



EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Item (b):
Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n °de equacgoes vindas de articulagdes internas)].

Hiperestatico: g = 4 + 3*0 — (3+(0)) = 1.




EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Item (b):
Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n °de equacgoes vindas de articulagdes internas)].

Hiperestatico: g = 4 + 3*0 — (3+(0)) = 1.

SP




EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SP.

10Q| @ 100

(kNm)
50 kN 50 kN '_
p = 0.006ml



EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (1) — Hiperestatico X1 isolado no SP.

Caso (1) - Xj 1solado no SP
1

\.
)

_ EJ X1=1 . X1
?st 137
v

>




EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Item (b.2) — Célculo de 9,, pelo Principio das Forcas Virtuais (PFV)

PEFV: W, =U

WE — Trabalho das forcas externas do sistema

virtual com os correspondentes deslocamentos
externos do sistema real.

Neste caso, o trabalho externo virtual é igual
ao produto de X; =1 por J,, mais o produto
da reacdo vertical no apoio direito do caso (1) -
forca de 1/3 para baixo - pelo recalque de a-
poio p:

Wp=1-0,0+(1/3)-p.

U — Energia de deformacio interna virtual.
Esta é a energia de deformacao por flexao
provocada pelos momentos fletores do sistema

virtual M = M; com as correspondentes rota-

coes relativas internas do sistema real
d@ =(M, /El)dx. Deve ser observado que o

recalque de apoio p nao provoca deforma-

¢Oes internas (s6 provoca movimento de corpo
rigido). Portanto, d€ ¢ somente devido a car-
ga de 50 kN aplicada. Assim:

u= [Mdo= [Mdo= |

estrutura estrutura

MMy,
El

estrutura




EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Item (b.2) — Célculo de 9,, pelo Principio das Forcas Virtuais (PFV)

WE - u
qu]fhffo
1-8,0+(1/3)-p = Wd9= IM1d9= _f o dx
estrutura estrutura estrutura

019 =(1/ EI)- IM1M0dx_(1/3)'P

estrut.



EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
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EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 9,, usando o PFV
Caso (1) - X1 isolado no SP

1

- @ 100/ @ 100

_ (kNm)
_ X1=1 . X1 <+—— —p
2N A 50 KN 473 50 kKN " A\
4 =, o= 0.006ml

019 =(1/ EI)- IMlMde—(l/S)-p
estrut.

510:i-{—l-1-100-3—1-1-100-2}—(1]-0.006
EI | 2 2 3

8,0 =—4.5x107 rad



EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 6,, usando o PFV

Caso (1) - Xi isolado no SP P aso (1) - X isolado no SP _
— - 1
1
¥ |\l X P X
- N\ TAN
T A
A 1 1/3+
+1/3 1/3"‘ i 173 v i

011 =é-[§-1-1-3+1-1-2}=+3x10'5rad/kNm



EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos

019 =(1/ EI)- _[M1M0dx_(1/3)';9

estrut.

510 =i-{—l-1-100-3—1-1-100-2}—(1}0.006
EI | 2 2 3
8, =—4.5x10 rad

1 |1 _
011 =E-[§-1-1-3+1-1-2}=+3x10 5rad/kNm

510 +§11 'Xl —_ O — Xl —_ 150kNm



EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

/g 8\

100 @ 100 -
(M)
N
-« (k) —» Y

50 kN 50 kN A\
p= 0.006ml Y 1

w
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M= My + My X1
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EXEMPLO 4: PArtico com Recalque

Item (C):

Item (c.1) — Em estruturas isostaticas, o diagrama de momentos fletores depende
apenas das cargas, reacOes e geometria. Como as equacOes de equilibrio
consideram a estrutura sem deformac6es, mudancas no momento de inércia das
colunas ndo alteram o diagrama de momentos.

Item (c.2) — Em estruturas hiperestaticas, por ter vinculos excedentes, os esfor¢os
internos dependem da rigidez das barras. Com as colunas mais rigidas do que a
viga, as rotacoes das extremidades da vigas sao menores do que no caso com todas
as barras com rigidez iguais, se aproximando do caso de uma viga com
extremidades engastadas. Portanto, o diagrama de momentos fletores fica alterado
com a modificacdo do momento de inércia da secao transversal das colunas.



EXEMPLO 5: Portico sujeito a variacao de
temperatura



EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Considere os guatro porticos mostrados abaixo. Os porticos do lado esquerdo séo
Isostaticos e os do lado direito sdo hiperestaticos. Os porticos superiores tém
como solicitacdo uma carga uniformemente distribuida aplicada na viga. As duas
estruturas inferiores tém como solicitacdo um aumento uniforme de temperatura
(AT = 12 °C) na viga. Todas as barras tém um material com modulo de
elasticidade E = 108 kKN/m? e coeficiente de dilatacdo térmica o = 10-° /°C. Todas
a barras tém secdes transversais com momento de inércia | = 1,0 x 10 m*.

8 KN/m 8 KN/m

LLLLLLTITELLLLLLLLLL LTI

AY vAN
I 6 m I 6m }
12 oC 12 °C
000000046 0000000408
AAAMAAAA A AAAMMAAAAL]
12 oC TE 12 oC 7£
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EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

8 KN/m 8 KN/m
llllllllllllllllllllllT llllllllllllllllllllllT
: :
I 6m | | 6 m |
12 ¢ 12.C
yryyyyyry] yryyyyryy]
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L 12°C 7[ 12eC 7£
= 6m >|J_ = 6m =]

Pede-se:

(a) Indique os aspectos das configuracoes deformadas (amplificadas) das quatro estruturas.

(b)  Determine os diagramas de momentos fletores das estruturas isostéticas e os aspectos (ndo precisa dos
valores numéricos) dos diagramas de momentos fletores das estruturas hiperestaticas.

(c) Determine o diagrama de momentos fletores (com valores numéricos) da estrutura hiperestatica infe-
rior (solicitada pela variacao de temperatura). Deve-se utilizar o Método das Forcas, adotando obriga-
toriamente como Sistema Principal a estrutura isostdtica da esquerda. Somente considere deforma-
coes por flexdo. Sabe-se que o alongamento relativo interno de um elemento infenitesimal de barra
devido a uma variagdo uniforme de temperatura é du = o AT dx. Neste caso ndo existe rotacao relativa
interna do elemento infinitesimal.

(d) Considere que as colunas dos quadros acima tiveram a se¢ao transversal modificada para uma com
momento de inércia I = 2,0 x 10 m* (a viga nao se altera). Responda:

(d.1) Os diagramas de momentos fletores das estruturas isostaticas se alteram? Por que?
(d.2) Os diagramas de momentos fletores das estruturas hiperestéticas se alteram? Por que?



EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Item (a): Indique os aspectos das configuracoes deformadas (amplificadas) das quatro estruturas.
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EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

ltem (b) Determine os diagramas de momentos fletores das estruturas isostéticas e os aspectos (ndo precisa dos
valores numéricos) dos diagramas de momentos fletores das estruturas hiperestaticas.
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EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

(c) Determine o diagrama de momentos fletores (com valores numéricos) da estrutura hiperestatica infe-
rior (solicitada pela variacdo de temperatura). Deve-se utilizar o Método das Forcas, adotando obriga-
toriamente como Sistema Principal a estrutura isostatica da esquerda. Somente considere deforma-
¢oes por flexdao. Sabe-se que o alongamento relativo interno de um elemento infenitesimal de barra
devido a uma variacao uniforme de temperatura é du = a AT dx. Neste caso nao existe rotagao relativa
interna do elemento infinitesimal.

12 °C

ryYyryryy
AAAMMAAAAA]

12 °C

as as




EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Item (b):
Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n °de equacgoes vindas de articulagdes internas)].

Hiperestatico: g = 4 + 3*0 — (3+(0)) = 1.
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EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Item (b):
Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n °de equacgoes vindas de articulagdes internas)].

Hiperestatico: g = 4 + 3*0 — (3+(0)) = 1.

______________________________________________




EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SP.




EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (1) — Hiperestatico X1 isolado no SP.
Caso (1) - Hi

i1
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EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 3: Superposicao de Efeitos:

Calculo de 6., pelo Principio das Forgas Virtuais (PFV)

12 oC
variagao 12 °C
uniforme de | | 5
temperatura | 7:70.

S =0-AT-L=107-12-6=472-10"m



EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 3: Superposicao de Efeitos: Ver Aula métodos de energial

Se fosse temperatura aquecimento diferencial e linear em relacéo
as fibras superiores e inferiores:

O = ;[Z{a’-ﬂ:@' J.ﬁ‘dx] +Zr.(ﬁz_m. J.M-deﬂJ

barra
barras barras



EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.

F—1—
| v I
J‘Mde — —F — 1 — —1—
0 M, M_BW =) A
F— 11— - 1— 1
M, M, M 41 — MM 4l —M-M 1

2— 1— 1—
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EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 6,, usando o PFV

/rn ro\ /"'-‘ ""\

3 3 3 3

D D

1 X1 =

f

I

t
| a

EI EI
61 =+72-107°m / kN

2
Oy = I(Ml) dx=i-{2%-3-3-3+3-3-6}



EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Sp=0-AT-L=107-12-6=472-10"m

81 =+72-107m / kN

Equacdo de compatibilidade
51[] +511 .X] =O — X] =_1kN




EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Considere que as colunas dos quadros acima tiveram a segdo transversal modificada para uma com
Item (d) - momento de inércia I = 2,0 x 103 m? (a viga ndo se altera). Responda:

(d.1) Os diagramas de momentos fletores das estruturas isostaticas se alteram? Por que?

(d.2) Os diagramas de momentos fletores das estruturas hiperestaticas se alteram? Por que?

Item (d.1) — Na estrutura isostatica, o diagrama de momentos fletores so depende
dos valores da carga e reacOes, e da geometria da estrutura. Com a consideracao
da hipétese de pequenos deslocamentos, as equacdes de equilibrio podem ser
escritas para a geometria indeformada (original) da estrutura. Portanto, o diagrama
de momentos fletores nédo se altera com a modificacdo do momento de inércia da
secdo transversal das colunas.

No caso da carga uniformente distribuida, a estrutura isostatica tera sempre o
diagrama de momentos fletores indicado no item (a) (diagrama parabdlico no
viga). No caso da variacdo de temperatura, a estrutura isostatica tera sempre
momentos fletores nulos.



EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Considere que as colunas dos quadros acima tiveram a segdo transversal modificada para uma com
Item (d) - momento de inércia I = 2,0 x 103 m? (a viga ndo se altera). Responda:

(d.1) Os diagramas de momentos fletores das estruturas isostaticas se alteram? Por que?

(d.2) Os diagramas de momentos fletores das estruturas hiperestaticas se alteram? Por que?

Item (d.2) — Na estrutura hiperestatica, por ter vinculos excedentes, os esforgos
internos dependem da rigidez relativa entre as barras. Com as colunas mais rigidas
do que a viga, as rotacdes das extremidades da viga sd&o menores do que no caso
com todas as barras com rigidez iguais, se aproximando do caso de uma viga com
extremidades engastadas. Portanto, o diagrama de momentos fletores fica alterado
com a modificacdo do momento de inércia da sec¢do transversal das colunas. No
caso da carga uniformemente distribuida, a estrutura isostatica tera como 0 mesmo
aspecto do diagrama de momentos fletores indicado no item (a), mas os valores
ficam alterados em relacdo ao diagrama com viga e colunas com mesma secao
transversal.



EXEMPLO 6: Viga com temperatura e
recalque



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Para a viga continua com dois vaos mostrada abaixo pede-se o diagrama de momentos tletores utilizando o
Meétodo das Forcas. As seguintes solicitacdes atuam na estrutura concomitantemente:

Uma carga concentrada de 40 kN no centro de cada vao.

Aquecimento das fibras superiores da viga de AT: = 50 °C ao longo de toda a sua extensao (as fibras
inferiores nao sofrem variacao de temperatura, isto é, AT; =0 °C).

Recalque vertical (para baixo) de 3 cm do apoio direito.

< <
50 oC Egl 50 °C 50 °C el 50 °C
YYYYRRYYYRYYYRNYYY )
AN A L
Ir-h 3m ;—-#-u 3m%~‘%3m =T= Sm |§

o

Sabe-se:

()
(b)
(©)

(d)

A viga tem um material com médulo de elasticidade E = 10® kN/m? e coeficiente de dilatacao térmica
o=10-> /°C.

A viga tem secdo transversal com drea A = 1,0 x 102 m? e momento de inércia I = 1,0 x 10-* m*. A altu-
ra da secao transversal é h = 0,60 m e o seu centro de gravidade fica posicionado na metade da altura.
O deslocamento axial relativo interno provocado pela variacao de temperatura em um elemento infi-
nitesimal de barra é

du = o AT dx,

sendo ATcc a variacdao de temperatura na fibra do centro de gravidade da secdo transversal.

O rotacao relativa interna provocada pela variacao de temperatura em um elemento infinitesimal de
barra é

J0T = (AT, - AT,)
h

dx .




EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Item (b):
Passo 1: Hiperestaticos e Sistema Principal

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n °de equacgoes vindas de articulagdes internas)].

Hiperestatico: g = 4 + 3*0 — (3+(0)) = 1.

< <
. 50 oC Sgl 50 oC A 50 oC Sji 50 °C

AN
le—3m —=f—3m—=k—3m —=—3m I§
S

Sistema Principal e Hiperestitico
(g=1) X3 X3

o
WAy
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EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SP.

Caso (0) - Solicitacio externa isolada no SP
< <
50oC 2 50°Cc 2 50 °oC
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EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 2: Restabelecimento das condicoes de compatibilidade

Caso (1) — Hiperestatico X1 isolado no SP.

Caso (1) - Xj 1solado no SP

1.0 1.0
0 05 (M)

o Mg X
AN X1=1\&/ X1=1

1/6 1/6
1/3

P




EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Calculo de 6, pelo Principio das Forgas Virtuais (PFV)

WE=U

M, -a-(AT; - AT;)
h

M, -M
1-8,9+(-1/6)-(-0.03) = | IEJ Cdx+ | dx




EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Calculo de 6, pelo Principio das Forgas Virtuais (PFV)

[Mdx %-0.03

o
10 T

Tabela Integral do
momento
fletor virtual



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Calculo de 6, pelo Principio das Forgas Virtuais (PFV)

) M,dx+—-0.03
0 h '[ ! 6
Tabela Integral do
momento
| fletor virtual
05 L; : 05 @ ; )
VAN X X1 N 1x 1x
. d Ey | Grax+ | o



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Calculo de 6, pelo Principio das Forgas Virtuais (PFV)

510 = — 2-(—1-0.5-60-3—1-0_5-60-3—1-1_0-60-3]
El 3 3 6
L2 0 2-(—1-6-1.0J L=
0.60 > 6 El
5 =~ 2-(1-1.0-1_0-6] —y 2
El |73 EI

é‘lﬂ ‘l‘l'511 ‘Xl — 0 — Xl =45kN1ﬂ



EXEMPLO 5: Variacao de Temperatura

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.

F—1—
| v I
J‘Mde — —F — 1 — —1—
0 M, M_BW =) A
F— 11— - 1— 1
M, M, M 41 — MM 4l —M-M 1

2— 1— 1—
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EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Calculo dos 6,, usando o PFV

Caso (1) - Xj isolado no SP

0.5 2 0.5 @ 05 e 0.5 @
Jad B fod B
AN X=1\/ X;=1 AN AN X=1\& X=1 AN
$1!6 ?1‘(3 1!6$ $1=’6 ?1;3 1!6$

EI 3 El



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposicao de Efeitos

We=U=

leM“ dx + “'(52 —AT) ledx—l-om
1

10 —

010 —1-[2-(—1-0.5-60-3—1-0.5-60-3—1-1.0-60-3)}

El 3 3 6
+ 250 2-(—1-6-1.0} Lop=_10
0.60 > 6 El

El 3 EI

510 +511 ‘Xl — 0 — X] :45kNm



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Caso (0) - Solicitacdo externa isolada no SP Caso (1) - X isolado no SP
< < 1.0 1.0
50 oC Ql 50 oC 50 oC Qi 50 oC 05 05 @
'YYREYY) YY) %
Q A Xi=I\&Y/ X1=1 AN
2 ¢ i k
1/3
60 60 - =
[kNm]
\ X, =45kNm

Momentos Fletores Finais
M= M, +M;-X; 450 @

375 37.5




CONTINUA na Proxima Parte
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