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Metodologia de análise pelo Método das 
Forças



Método das Forças

Para facilitar o entendimento do método, esta apresentação é feita

com base em um exemplo, que é mostrado na Figura. Todas barras

têm A = 5⋅10-3 m2; I = 5⋅10-4 m4 e E = 2⋅108 kN/m2.



Metodologia: Método das Forças

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Definir o grau de hiperestaticidade: No exemplo, g = 2. (teremos 2

incógnitas)



Metodologia: Método das Forças

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Cria-se uma estrutura isostática auxiliar, chamada Sistema Principal (SP),

que é obtida da estrutura original hiperestática pela eliminação de vínculos.

A escolha do SP é arbitrária:

qualquer estrutura isostática

escolhida é válida!



Metodologia: Método das Forças

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Procuram-se os valores dos hiperestáticos X1 e X2 que fazem com que as

condições de compatibilidade violadas na criação do SP, sejam

restabelecidas.

A determinação de X1 e X2 é feita através da superposição de casos básicos.

O número de casos básicos é sempre igual a g + 1. No exemplo, isso resulta

nos casos (0), (1) e (2) que são mostrados a seguir.



Metodologia: Método das Forças

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SP.

O caso básico (0) isola o efeito da solicitação externa (carregamento

aplicado) no SP

A rotação δ10 e o deslocamento horizontal

δ20, nas direções dos vínculos eliminados

para a criação do SP, são chamados de

termos de carga.

δi0 →termo de carga: deslocamento ou

rotação na direção do vínculo eliminado

associado ao hiperestático Xi quando atua a

solicitação externa isoladamente no SP (com

hiperestáticos com valores nulos).



Metodologia: Método das Forças

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

O sinal negativo da rotação δ10 indica que a rotação tem o sentido contrário

do que é considerado para o hiperestático X1 no caso (1).

Os termos de carga

podem ser calculados

utilizando o PFV!



Metodologia: Método das Forças

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (1) – Hiperestático X1 isolado no SP.

Considera-se um valor unitário para X1, sendo o efeito de X1 = 1

multiplicado pelo valor final que X1 deverá ter.

δij → coeficiente de

flexibilidade:

deslocamento ou rotação na

direção do vínculo eliminado

associado ao hiperestático Xi.



Metodologia: Método das Forças

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (2) – Hiperestático X2 isolado no SP.

Considera-se um valor unitário para X2, sendo o efeito de X2 = 1

multiplicado pelo valor final que X2 deverá ter.

Os valores de δ12 e δ21 são

iguais!

Os coeficientes δij e δji,

sempre serão iguais,

conforme o Teorema de

Maxwell.



Metodologia: Método das Forças

Passo 3: Superposição de Efeitos

Utiliza-se a superposição de efeitos para restabelecer as condições de

compatibilidade violadas na criação do SP.



Metodologia: Método das Forças

Passo 3: Superposição de Efeitos

Utiliza-se a superposição de efeitos para restabelecer as condições de

compatibilidade violadas na criação do SP.



Metodologia: Método das Forças

Passo 3: Superposição de Efeitos

O sistema pode ser reescrito de uma forma matricial:



Metodologia: Método das Forças

Passo 3: Superposição de Efeitos

Utiliza-se a superposição de efeitos para restabelecer as condições de

compatibilidade violadas na criação do SP.



Metodologia: Método das Forças

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Existem duas alternativas para isso:



Metodologia: Método das Forças

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Existem duas alternativas para isso:

Mais comum, pois, os momentos fletores finais (M) podem ser

obtidos pela superposição dos diagramas de momentos fletores (Mi)

dos casos básicos.



Metodologia: Método das Forças

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Esse resultado pode ser generalizado para todos os esforços internos:



EXEMPLO 1: Viga Contínua 



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Considere a viga contínua mostrada na Figura, com três vãos e com

uma carga uniformemente distribuída abrangendo o vão da

esquerda. A rigidez à flexão da viga, EI, é fornecida. Pede-se o

diagrama de momentos fletores da estrutura. Despreze os efeitos

axiais e cisalhamento.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 5 - 3 = 2.

Sistema Principal (SP): obtida da estrutura original hiperestática pela

eliminação de vínculos.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SP.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (1) – Hiperestático X1 isolado no SP.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (2) – Hiperestático X2 isolado no SP.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 3: Superposição de Efeitos

Utiliza-se a superposição de efeitos para restabelecer as condições de

compatibilidade violadas na criação do SP.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ10 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ10 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ10 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ10 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ10 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ10 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ10 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ10 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ20 usando o PFV.

Este cálculo é análogo ao cálculo do termo de carga δ10.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ20 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ20 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ20 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ20 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ11 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ11 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ11 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ11 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ11 usando o PFV



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ12 e δ21 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ12 e δ21 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ12 e δ21 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ12 e δ21 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ12 e δ21 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ22 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ22 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ22 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ22 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Cálculo de δ12 e δ21 usando o PFV.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 3: Superposição de Efeitos

Sistema de compatibilidade final para este exemplo:



Metodologia: Método das Forças

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Existem duas alternativas para isso:



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXERCÍCIO PARA O LAR 

➢ Resolver o problema anterior, considerando o Sistema

Principal obtido por introdução de rótulas internas.

Neste caso, são introduzidas duas rótulas nas seções dos

dois apoios internos. Os hiperestáticos X1 e X2 são

momentos fletores associados à continuidade de rotação da

viga nestas seções.



Viga com rótulas 

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 5 - 3 = 2.

Sistema Principal (SP): obtida da estrutura original hiperestática pela

eliminação de vínculos.



Viga com rótulas 

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SP.



Viga com rótulas 

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (1) – Hiperestático X1 isolado no SP.



Viga com rótulas 

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (2) – Hiperestático X2 isolado no SP.



Viga com rótulas 

Passo 3: Superposição de Efeitos

Utiliza-se a superposição de efeitos para restabelecer as condições de

compatibilidade violadas na criação do SP.



Viga com rótulas 

Cálculo dos δij usando o PFV



Viga com rótulas 

Cálculo dos δij usando o PFV



Viga com rótulas 

Passo 3: Superposição de Efeitos

Sistema de compatibilidade final para este exemplo:



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 2: Quadro Fechado



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Quadro externamente isostático: Neste estudo, apenas são

discutidos os Sistemas Principais adotados. A solução final da

estrutura não é mostrada, visto que isso é feito para diversos outros

exemplos.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 6 - 3 = 3.

Sistema Principal (SP): obtida da estrutura original hiperestática pela

eliminação de vínculos.

OU



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

As rótulas poderiam ser colocadas em quaisquer outros três pontos, desde

que não ficassem alinhadas em uma mesma barra, o que caracterizaria uma

instabilidade!



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SP.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (1) – Hiperestático X1 isolado no SP.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (2) – Hiperestático X2 isolado no SP.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (3) – Hiperestático X3 isolado no SP.



EXEMPLO 2: Quadro Fechado

Passo 3: Superposição de Efeitos

Utiliza-se a superposição de efeitos para restabelecer as condições de

compatibilidade violadas na criação do SP.



EXEMPLO 3: Pórtico com anel



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Determine pelo Método das Forças o diagrama de momentos

fletores do quadro hiperestático ao lado. Somente considere

deformações por flexão. Todas as barras têm a mesma inércia à

flexão EI = 1,0 x 105kNm2.



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 4 + 3*1 – (3+(4-1)) = 2.

barra 1

barra 3

b
ar

ra
2

b
ar

ra
4



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 4 + 3*1 – (3+(4-1)) = 2.

Sistema Principal (SP): obtida da estrutura original hiperestática pela

eliminação de vínculos.



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SP.



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (1) – Hiperestático X1 isolado no SP.



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (2) – Hiperestático X2 isolado no SP.



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ10 usando o PFV



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ20 usando o PFV



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ11 usando o PFV



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ21 = δ12 usando o PFV



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ22 usando o PFV



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 3: Pórtico com anel

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Considere as duas estruturas mostradas abaixo. A da esquerda é um quadro

isostático e a da direita é um quadro hiperestático. Os dois quadros sofrem a

mesma solicitação: uma força horizontal de 50 kN aplicada no apoio da direita e

um recalque desse mesmo apoio de 6 mm para baixo. Todas as barras têm um

material com módulo de elasticidade E = 1,0 x 108 kN/m2 e seções transversais

com momento de inércia I = 1,0 x 10-3 m4. Considere válida a hipótese de

pequenos deslocamentos.



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Item (a): Como a estrutura é isostática, o “pequeno” recalque de apoio não

provoca deformações (só movimento de corpo rígido). Portanto, o recalque não

provoca momentos fletores, que só são devidos à carga de 50 kN aplicada!



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Item (b):

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 4 + 3*0 – (3+(0)) = 1.



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Item (b):

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 4 + 3*0 – (3+(0)) = 1.

SP



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SP.



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (1) – Hiperestático X1 isolado no SP.



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Item (b.2) – Cálculo de δ10 pelo Princípio das Forças Virtuais (PFV)



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos

Item (b.2) – Cálculo de δ10 pelo Princípio das Forças Virtuais (PFV)



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ10 usando o PFV



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ11 usando o PFV



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 4: Pórtico com Recalque

Item (c):

Item (c.1) – Em estruturas isostáticas, o diagrama de momentos fletores depende

apenas das cargas, reações e geometria. Como as equações de equilíbrio

consideram a estrutura sem deformações, mudanças no momento de inércia das

colunas não alteram o diagrama de momentos.

Item (c.2) – Em estruturas hiperestáticas, por ter vínculos excedentes, os esforços

internos dependem da rigidez das barras. Com as colunas mais rígidas do que a

viga, as rotações das extremidades da vigas são menores do que no caso com todas

as barras com rigidez iguais, se aproximando do caso de uma viga com

extremidades engastadas. Portanto, o diagrama de momentos fletores fica alterado

com a modificação do momento de inércia da seção transversal das colunas.



EXEMPLO 5: Pórtico sujeito a variação de 
temperatura



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Considere os quatro pórticos mostrados abaixo. Os pórticos do lado esquerdo são

isostáticos e os do lado direito são hiperestáticos. Os pórticos superiores têm

como solicitação uma carga uniformemente distribuída aplicada na viga. As duas

estruturas inferiores têm como solicitação um aumento uniforme de temperatura

(∆T = 12 °C) na viga. Todas as barras têm um material com módulo de

elasticidade E = 108 kN/m2 e coeficiente de dilatação térmica α = 10–5 /°C. Todas

a barras têm seções transversais com momento de inércia I = 1,0 x 10–3 m4.



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Item (a):



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Item (b):



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Item (b):

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 4 + 3*0 – (3+(0)) = 1.



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Item (b):

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 4 + 3*0 – (3+(0)) = 1.

SP



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SP.



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (1) – Hiperestático X1 isolado no SP.



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 3: Superposição de Efeitos:

Cálculo de δ10 pelo Princípio das Forças Virtuais (PFV)

variação 

uniforme de 

temperatura



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 3: Superposição de Efeitos: Ver Aula métodos de energia!

Se fosse temperatura aquecimento diferencial e linear em relação

as fibras superiores e inferiores:



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ11 usando o PFV



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Item (d):

Item (d.1) – Na estrutura isostática, o diagrama de momentos fletores só depende

dos valores da carga e reações, e da geometria da estrutura. Com a consideração

da hipótese de pequenos deslocamentos, as equações de equilíbrio podem ser

escritas para a geometria indeformada (original) da estrutura. Portanto, o diagrama

de momentos fletores não se altera com a modificação do momento de inércia da

seção transversal das colunas.

No caso da carga uniformente distribuída, a estrutura isostática terá sempre o

diagrama de momentos fletores indicado no item (a) (diagrama parabólico no

viga). No caso da variação de temperatura, a estrutura isostática terá sempre

momentos fletores nulos.



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Item (d):

Item (d.2) – Na estrutura hiperestática, por ter vínculos excedentes, os esforços

internos dependem da rigidez relativa entre as barras. Com as colunas mais rígidas

do que a viga, as rotações das extremidades da viga são menores do que no caso

com todas as barras com rigidez iguais, se aproximando do caso de uma viga com

extremidades engastadas. Portanto, o diagrama de momentos fletores fica alterado

com a modificação do momento de inércia da seção transversal das colunas. No

caso da carga uniformemente distribuída, a estrutura isostática terá como o mesmo

aspecto do diagrama de momentos fletores indicado no item (a), mas os valores

ficam alterados em relação ao diagrama com viga e colunas com mesma seção

transversal.



EXEMPLO 6: Viga com temperatura e 
recalque



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Item (b):

Passo 1: Hiperestáticos e Sistema Principal

Hiperestático: g = 4 + 3*0 – (3+(0)) = 1.



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SP.



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 2: Restabelecimento das condições de compatibilidade

Caso (1) – Hiperestático X1 isolado no SP.



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Cálculo de δ10 pelo Princípio das Forças Virtuais (PFV)



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Cálculo de δ10 pelo Princípio das Forças Virtuais (PFV)

Tabela Integral do 

momento 

fletor virtual



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Cálculo de δ10 pelo Princípio das Forças Virtuais (PFV)

Tabela Integral do 

momento 

fletor virtual

න
0

6

(
1𝑥

6
)𝑑𝑥 + න

0

6

(
1𝑥

6
)𝑑𝑥



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos: Ver Aula Métodos de Energia!

Cálculo de δ10 pelo Princípio das Forças Virtuais (PFV)



EXEMPLO 5: Variação de Temperatura

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos

Cálculo dos δ11 usando o PFV



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 6: Temperatura e Recalque

Passo 4: Determinação dos esforços internos



...
CONTINUA na Próxima Parte
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