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INTRODUCAO



INTRODUCAO

» Em geral as aplicacoes de Ciencia e Engenharia
necessitam da determinacao da derivada de

funcoes.

> A diferenciacao da uma medida da taxa na qual

uma grandeza varia.

» Muitos modelos fisicos e de engenharia sao
expressos em termos de taxas.







> Em um circuito elétrico, a corrente em um
capacitor esta relacionada a derivada temporal
da tensao.
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» Em um circuito elétrico, a corrente em um capacitor esta
relacionada a derivada temporal da tenséo.

» Na analise da conducéao de calor, a quantidade
de fluxo de calor é determinada a partir da
derivada da temperatura.




» Em um circuito elétrico, a corrente em um capacitor esta
relacionada a derivada temporal da tenséo.

» Na analise da conducao de calor, a quantidade de fluxo de calor é
determinada a partir da derivada da temperatura.

» A diferenciacao também ¢ usada na obtencao dos
maximos e minimos de uma funcao.
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» Em um circuito elétrico, a corrente em um capacitor esta
relacionada a derivada temporal da tenséo.

» Na analise da conducao de calor, a quantidade de fluxo de calor é
determinada a partir da derivada da temperatura.

»> A diferenciacdo também é usada na obtencdo dos maximos e
minimos de uma funcao.

» Resolucao de equacoes diferenciais,
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DIFERENCIACAO NUMERICA

FUNCAOASER
DIFERENCIADA
PODE SER:

PONTOS
DISCRETOS

(dados tabulados)

EXPRESSAO EXPRESSAO E )
A DIFICIL OU METODO
MATEMATICA : NUMERICO
SIMPLES IMPOSSIVEL

Derivada pode ser
determinada
ANALITICAMENTE

METODO
NUMERICO




DIFERENCIACAO: METODO NUMERICO



INTERPOLACAO

» Para um determinado conjunto de dados, 2 abordagens podem ser
usadas no calculo da aproximacdo numerica da derivada em um
ponto.



INTERPOLACAO

» Para um determinado conjunto de dados, 2 abordagens podem ser
usadas no calculo da aproximacdo numerica da derivada em um

ponto.
DIFERENCIACAO
NUMERICA
| |
APROXIMACAOQO Aproximacao
POR DIFERENCAS Utilizando
FINITAS Expressao Analitica
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Ruido e dispersao nos dados

» Dados a serem diferenciados obtidos de medicoes
experimentais: usualmente apresentam dispersao
por causa de erros experimentals ou Incertezas
nas medicoes;




» Dados a serem diferenciados obtidos de medicoes
experimentais: usualmente apresentam dispersao
por causa de erros experimentals ou Incertezas
nas medicoes;

: N : Grandes variagdes
Diferenciacao obtidas (positivas e negativas)
S pela inclinagdo da reta POSIR 5
_ p que conecta dois serao vistas no valor da
Va4 derivada de ponto a
// ‘;;,-Q = pontos adjacentes P
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» Dados a serem diferenciados obtidos de medicoes
experimentais: usualmente apresentam dispersao
por causa de erros experimentals ou Incertezas
nas medicoes;

. C : Grandes variacoes
Diferenciacao obtidas ¢

.. . ositivas e negativas
JoA pela inclinagao da reta (P . 8 )
, y, que conecta dois serdo vistas no valor da
A derivada de ponto a
// ?Q e pontos adjacentes g
ey 7‘&& ponto.
/T~ h
f/ -
4 Melhores resultados Ha formulas de

Usando Diferencgas :> diferencas finitas
Finitas de ordem usando quatro, cinco e
Superior, sete pontos.




APROXIMACAO DA DERIVADA POR
DIFERENCAS FINITAS



DIFERENCAS FINITAS

» No Calculo, a derivada f'(x) de uma funcao f(x) no ponto
X = a é definida como:

df(x)

W) () = i A=A

X —>d




DIFERENCAS FINITAS

» Na aproximacao de derivadas usando diferencas finitas,
valores da funcao em diferentes pontos na vizinhanca do
ponto X = a sao usados na estimativa da inclinacao

A :
Sx) Derivadas
aproximadas

Z
J(x)

a .1;‘ X X X
O ponto x tende ao ponto a.

Derivada
real

Y=




DIFERENCAS FINITAS

» Existem varias formulas de aproximacao por diferencas
finitas.

» Trés dessas formulas, nas quais a derivada é calculada a
partir dos valores de 2 e 3 pontos, sdo apresentadas:

DIFERENCIACAO

NUMERICA
_ Diferencas
Diferencas Regressivas/
Centrals
Atrasadas




DERIVADA POR DIFERENCAS FINITAS A
PARTIR DE 2 PONTOS



DIFERENCIACAO NUMERICA: 2 PONTOS

fix) A

Derivada real

|
Derivadas
apl}rommadas

VH

Diferenca finita regressiva

A

X :
) Derivadas

aproximadas

|
Derivada
real

y=

Diferenca finita central

)1

Derivada
real

Derivadas

|
I aplroximadas
!

I X

Xi-1 Xj X1

df :f(x:‘+l)_.f(xi—l)

X —X
dxx Y, i+1 i—1




DERIVADA POR DIFERENCAS FINITAS A
PARTIR DE 3 PONTOS



DIFERENCAS FINITAS: 3 PONTOS

f(x)
fix,) |

f(x,)
f(x,)

= Entdo, considerando o polinémio interpolador p,(x)
encontrado pelo Método de Newton:

Pn (X) — do"’ dl(x_ Xo) Tt dn (X_ Xo)(x_ Xl)"'(x_xn—l)



DIFERENCAS FINITAS: 3 PONTOS

f( X)
f(x,)

f(Xo)
f(x4)

Para 3 pontos:

1P2() = do+ d, (X—Xo) + 0, (X~ Xo) (x~X,)
Ny

l/ '_|_ f[XO Xl] _ f(Xl)_ 1:(XO)

\

X1 — Xo

% Operador diferenca dividida



Diferencas Finitas Avanc¢adas

= Neste caso, o valor de x € avaliado no ponto inicial




Diferencas Finitas Avanc¢adas

= Para um polindbmio de grau n = 2:

op,
O X

=[x, X, ]+ f[X,, X, X, J[(X— X, ) + (X—X%,)]
Fazendo x = Xx,:

op,
O X

=[x, X ]+ X4, X1, X, (X g —X;)



Diferencas Finitas Avanc¢adas

= Considerando que os pontos estao igualmente
espacados, tem-se:

X,;—X,=h;,  X,—X;=h; X,—X, =2h

op, _ fl_fo —I—_ fZ_fl _ fl_fO —[Xo_xlj

Eapn _ 4f1—f2—3f0 A

- OX 2h



Diferencas Finitas Centrais

= Neste caso, o valor de x € avaliado no ponto central




Diferencas Finitas Centrais

= Para um polinomio de grau n = 2:

op,
O X

=f[Xo, X ]+ T[Xq, X1, X, JI(X =X ) + (X=X;)]

Fazendo x = Xx,:

op,
O X

= f[Xo, X, 1+ [Xq, X1, X, 10X, — X,)



Diferencas Finitas Centrais

apn _ 1_fo _fz_f1 fl_fo_ X=Xy
) X, =X,

apn fl_fo +_f2_f1_f1_fo_(1j
ox h | h h [\ 2h
op, _fi—fy  1[f—2f+f,




Diferencas Finitas Atrasadas

= Neste caso, o valor de x é avaliado no ponto final




Diferencas Finitas Atrasadas

= Para um polinomio de grau n = 2:

op,
O X

Fazendo x = x,:

op,
O X

=[x, X, ]+ f[Xq, X, X, J[(X— X, ) + (X—X,)]

=X, X, 1+ F[Xq, Xq, X5, (X — X ) (X, — X,)

p, f0—4f1+3f2A




Formulario: Diferencgas Finitas 3 pontos

» Diferenca Avancadas
com trés pontos

» Diferenca Atrasada
com trés pontos




Questionamento:

= Qual a melhor aproximacao para o Meétodos das
Diferencas Finitas?

= Avancadas;
= Centrais;
= Atrasadas.



EXEMPLO

= Determinar o valor da derivada da funcao representada
pelos pontos abaixo, utilizando os 3 meétodos
(avancado, central e atrasado) no ponto x=2:

X f(x)
1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1 17.148957
2.2 19.855030

Sabendo que f(x) =x-e* compare os 3 métodos com o
valor real da derivada.




EXEMPLO

m Utilizando a Regra da Cadeia:

f(x)=x-e" f(x)=(x+1)-¢"

m Parax=2:

f'(2)=(2+1)-62 =3-6? = 22,167



EXEMPLO

= Método das Diferencas Finitas Avancadas [~ T

1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1 17.148957
2.2 19.855030

h=0,1 = pontos Igualmente espacados



EXEMPLO

= Método das Diferencas Finitas Avancadas [~ T

1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1 17.148957
2.2 19.855030

h=0,1 = pontos Igualmente espacados

£(2.0) = 2%)1 [-3f(2.0)+4f(2.1) - f(2.2)] = 22.0323

22,167 — 22,0323
22,167

|ER, |:| |:0,006



EXEMPLO

= Método das Diferencas Finitas Centrais

X f(x)
1.8 10.889365
1.9 12.703199

ia pn — fz_fo i A 2:0 14.778112
i GX 2 h i 2.1 17.148957

______________________ 2.2 19.855030

h=0,1 = pontos Igualmente espacados

£(2.0) = %M[f (2.1) - f (1.9)] = 22.2287

22,167 — 22,2287
22,167

|ER, |=| |=o,ooz



EXEMPLO

= Método das Diferencas Finitas Atrasadas | *|

1.8 10.889365
1.9 12.703199

2.0 14.778112
2.1 17.148957

2.2 19.855030

h=0,1 = pontos Iigualmente espacados

£(2.0) = 2#0.1[1‘ (1.8) — 4 (1.9) + 3 (2.0)] = 22.0545

22,167 — 22,0545
22,167

|ER, |=| |=o,005



CONSIDERACOES

= Em geral, a precisao do processo de diferenciacao
numeérica depende:

= Do ponto escolhido no intervalo;

= Da ordem da derivada a ser aproximada. Considerando o
mesmo polindbmio interpolador, quanto maior o grau da
derivada, maior o erro;

= Do tamanho de h. Quanto menor o valor de h, menor o
erro.




Resumo de Formulas

Diferenc¢a progressi- f(x) = Sx 1) —fx;) O(h)
va com dois pontos -~ ' h

Diferenca progressi- F1ix) = 3(x;) + 4f(x; 1) —AX;45) o(h)
va com trés pontos  * 2h

Diferenca regressiva Filx = SO =fx;_y) O(h)
com dois pontos L h

Diferenca regressiva F1x) = fx; o) —4f(x;_y) + 3f(x)) o)
com trés pontos S 2h

Diferenca central f1(x) = SO 0) = fx;2y) o)
com dois pontos - 2h

Diferenga central Fix) = Jx;_5) = 8f(x; )+ 8/(x;4 ) = f(x;45) oY
com quatro pontos o 124



Resumo de Formulas

Diferenga progressi- F1(x) = JO) = 2f(x; 4 1) + (x4 2) O(h)
vacom trés pontos ~ © ' i’

Diferenca progressi- £y = 2f(x;) = 5(x; 4 1) + 4, 1 5) — x4 3) o(h)
va com quatro pontos - f =

Diferenca regressiva £ = Sxi_p) = 2f(x;_y) + flx;) O(h)
com trés pontos ‘ : X

Diferenca regressiva F1(x) = —flx;_3) T 4f(x;_5) = 5f(x;_y) + 2(x;) O’
com quatro pontos 7 e

Diferenca central e SO ) = 20(x) + (x4 ) O(h’)
com trés pontos S ) = )2

Diferenca central e = = flx;_5) + 16f(x; _ ) = 30f(x;) + 16f(x;, ;) —flx; ) Oo(h"
com cinco pontos o 1252



Resumo de Formulas

Diferenca progressi- Frrx) = —f(x;) T 30x; ) = 3fx; 0 0) TAX L 3) O(h)

va com quatro pontos o B

Diferenca progressi- Frey = 5A(x) + 18£(x; 1 ) — 24f(x; . o) + 14f(x;,3) - 3f(x; . 4)  O(K)

va com cinco pontos * ! W

Diferenga regressiva Frrnie) = —f(xi_3) +3/(x_p) = 3% _ ) HA(x) O(h)

com quatro pontos ~ © E

Diferenca regressiva £ = 3f(x;_4)— 14f(x; _5) +24f(x,_,) - 18f(x;_ )+ 5f(x)  O(K®)

com cinco pontos o I

Diferenga central £y = —f(x; o)+ 202 ) = 2(x; 4 ) (x4 0) O(h)

com quatro pontos “' 25

Diferenca central £ ):.f(x,-__a)—gf{-’f,-_gﬁl3.ﬁx,-_])—13,f'(3‘,-+ DX, )—-fx.3)  OhY)
. i 3

com seis pontos 8h



Diferenga progressi-
va com cinco pontos

Diferenca progressi-
va com sels pontos

Diferenca regressiva
com cinco pontos

Diferenca regressiva
com seis pontos

Diferenca central
com cinco pontos

Diferenca central
com sete pontos

Resumo de Formulas

dv, S =4 (x40 ) F6f(x; 4 0) —Af(x; 0 5) Y A4 4) O(h)
f {x.f) T 4
h
f i-.-(x = 3.}((11}_ 1 4f(’f; . [) +2ﬁ.f{x.«'+ 3)_24:}((1; + 3) +1 If{x; + 4)_21{{3’; +5) O(hz)
' J K
v, o SO g) —4(x;_5) T 6f(x; o) - 4(x; ) (X)) O(h)
)’r {'1 ,l') — 4
h
)= 2f(x;_5)+111(x;_ ) =24/(x;_3)+26f(x;_,) -14f(x,_)+3/(x) O’
D 't
f. i‘u'( - ) _ .f{xi - 2) o 4.Jﬁ::'xf'— l ) + '6){(3:‘,) o 4:f{“rf' + 1 } +.Jﬂ:x.f * 3) O(hz)
: Caii] h_]_

v, SO )F12f(, ) -390, ) +56/(x)+39f(x,,)H12/(x; 0)-f(x113) O(h*)

1= -

6h



DIFERENCIACAO PARCIAL NUMERICA



DIFERENCIACAO PARCIAL NUMERICA

» Os meétodos de diferenciacdo apresentados
consideraram funcoes de apenas uma variavel
iIndependente;

» No entanto, muitos problemas na engenharia e na

ciéncia envolvem funcOes de muitas variaveis
Independentes, pois aplicacoes na vida real sao
bidimensionalis ou tridimensionais.

> A Diferenciacao Parcial Numeérica pode ser feita
seguindo a mesma idela que anteriormente.




DIFERENCIACAO PARCIAL NUMERICA

= Aproximacao para a derivada parcial no ponto (X,
yi) usando a formula de diferenca AVANCADA

com dois pontos:

of _ Sxi ) —f(x, 30)
Ox | x = X; hx

Yy =Y
af :f(x;'nyi+])_f(x,iny.i)

é‘y X = X h y
Y =i



DIFERENCIACAO PARCIAL NUMERICA

= Aproximacao para a derivada parcial no ponto (X,
yi) usando a formula de diferenca ATRASADA
com dois pontos:

of S y) —fxi_ 1, p))
6}{ X h

X

:{j
yf'

of Sx,v.) —f(x, v, )

o - h
Y=

y




DIFERENCIACAO PARCIAL NUMERICA

= Aproximacao para a derivada parcial no ponto (X,
yi) usando a formula de diferenca CENTRAL com
dois pontos:

of :f(foaJ/f)_f(xf—lay;‘)
&r 1:' 2ht

if z.f(x.iayf—l—1)_./(xfay1‘—l)

V




...CONTINUA




