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Angulo de tor¢do no regime eldstico

- Consideremos inicialmente o caso de um eixo circular de comprimento L,

com secdo uniforme de raio c:
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Angulo de tor¢do no regime eldstico

- Consideremos inicialmente o caso de um eixo circular de comprimento L,

com secao uniforme de raio c:
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- Dentro do regime elastico, podemos aplicar a Le1 de Hooke: y, =7, . /G, mas

por outro lado temos que:
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Angulo de tor¢do no regime eldstico

- Consideremos inicialmente o caso de um eixo circular de comprimento L,

com secdo uniforme de raio c:
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- Dentro do regime elastico, podemos aplicar a Le1 de Hooke: y,,,.=7,,../G, mas

por outro lado temos que:
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@ é expresso em
radianos.



Angulo de tor¢do no regime eldstico

¢ = 1L O dngulo de torgdo ¢ é proporcional ao momento de
JG torgao T aplicado ao eixo circular.

Sentidos positivos para 1" e ¢:

Fonte: Hibbeler, R.C. (2011). Mechanics of
Materials. 8th Edition. Prentice Hall.



Angulo de tor¢do no regime eldstico

- Esta equag¢do permite determinar de maneira conveniente o modulo de

O dngulo de torgdo ¢ é proporcional ao momento de
torgdo T aplicado ao eixo circular.

elasticidade transversal G de um certo material, utilizando uma maquina de
testes de torcao:

Tinius Olsen




Angulo de tor¢do no regime eldstico

- No caso de problemas envolvendo varios momentos de tor¢do aplicados em
varios pontos, e varias se¢Oes transversais, e/ou materiais diferentes, ¢
necessario substituir a equagao anterior por um somatorio:
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Angulo de tor¢do total do eixo.
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Angulo de tor¢do no regime eldstico

No caso de problemas envolvendo varios momentos de tor¢ao aplicados em
varios pontos, e varias se¢les transversais, e/ou materiais diferentes, €
necessario substituir a equagdo anterior por um somatorio:

0=

l

Angulo de tor¢do total do eixo.

T, L;
Ji G

Ao analisar o angulo total de tor¢do considerando comprimentos
infinitesimais, o somatorio acima se torna uma integral:
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Exemplo 1

» Que valor de momento de torcao deve ser aplicado a
extremidade do eixo circular abaixo de maneira que o
angulo de torcao produzido seja de 2°? Considerar
eixo constituido de aco, com modulo de elasticidade
transversal G = 77 GPa.
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Exemplo 1

______________________________________________________

. Segdo circular
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Exemplo 1

Os dados do problema s3o os seguintes:
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Exemplo 1

|
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Os dados do problema siao os seguintes:
As‘ /
h 1) mm

v o\ 9
G=T7 X 10" Pa L= 1 .Dm
e‘\\‘\\\ “"
\‘

27 rad :
b = 2°< .;(‘”:)( ) = 34.9 X 107 rad
36

E o momento de inércia polar ¢ dado por:
D) = 37(0.03* — 0.02") = 1.021 X 10° m*

_— (.l

] =37 (c3

Portanto,
(1.021 x 107° m*)(77 x 10’ Pa) -
(34.9 X 10" rad)

]’ —t p—re
¢ 1.Om
T=182 % 10°N+m = 1.829kN * m



Estudo de eixos estaticamente
indeterminados



Eixos estaticamente indeterminados

Eixos estaticamente indeterminados: casos
nos quais nao e possivel determinar esforcos
internos e reacdes de apoio utilizando apenas as
equacodes da estatica.

P

E necessario complementar as equacées de
equilibrio com relagdes envolvendo deformacdes
do eixo e restricoes da geometria do problema.




Exemplo 2

» Um eixo AB tem 250 mm de comprimento e 20 mm de diametro,
tendo secdo transversal circular. O eixo tem secao vazada, com
diametro interno de 16mm, no trecho de 125mm a partir da
extremidade B. O eixo e de aco, sendo engastado nas
extremidades. Determinar o0 momento torsor que se exerce no eixo
devido a cada apoio, quando um torque de 120N-m ¢ aplicado no

ponto medio de AB.
l\1 25 mm
125 mm




Exemplo 2

» Um eixo AB tem 250 mm de comprimento e 20 mm de diametro,
tendo secdo transversal circular. O eixo tem secao vazada, com
diametro interno de 16mm, no trecho de 125mm a partir da
extremidade B. O eixo e de aco, sendo engastado nas
extremidades. Determinar o0 momento torsor que se exerce no eixo
devido a cada apoio, quando um torque de 120N-m ¢ aplicado no

ponto medio de AB.
l\1 25 mm
125 mm

Basicamente o que se pede é para determinar
as reagoes de apoio.




Exemplo 2

» Um eixo AB tem 250 mm de comprimento e 20 mm de diametro,
tendo secdo transversal circular. O eixo tem secao vazada, com
diametro interno de 16mm, no trecho de 125mm a partir da
extremidade B. O eixo e de aco, sendo engastado nas
extremidades. Determinar o0 momento torsor que se exerce no eixo
devido a cada apoio, quando um torque de 120N-m ¢ aplicado no

ponto medio de AB.
l\1 25 mm
125 mm

Qual reacao sera maior? TAou TB?




A partir do diagrama de corpo livre

Ta

2 c
120N -m ()

@) -

e considerando a condicao de equilibrio da estrutura, temos:
Iy+15=120N -m

g

Problema estaticamente indeterminado!



Condicao extra para resolver o problema:

Podemos considerar inicialmente que a estrutura sofre
deformagdo por conta do momento torgor aplicado,
desprezando a vincula¢do em B:

I.1,
¢m;*§m* = Jl_G



Condicao extra para resolver o problema:

Podemos considerar inicialmente que a estrutura sofre
deformagdao por conta do momento torg¢or aplicado,
desprezando a vincula¢io em B:

¢ * J=TCL]
torgor JIG

Logo apos, para anular a deformag¢ao no ponto B, o momento torcor do
apoio B deve levar a um angulo de torcdao igual (em moédulo) ao
provocado pelo carregamento:

g, =1l Tsby _Ich
5 JG J,G JG




Condicao extra para resolver o problema:

Podemos considerar inicialmente que a estrutura sofre
deformag¢do por conta do momento torcor aplicado,
desprezando a vincula¢io em B:

¢ _ [, C Ll
torgor -]1 G

Logo apos, para anular a deformagdao no ponto B, o momento tor¢or do
apoio B deve levar a um angulo de torcao igual (em modulo) ao

provocado pelo carregamento: > T, + T,
b = Ipl, " Ipl, 1oL
B G J,G  JG

Como: 1,+715=1, ..












Outra forma de obter a condicao extra:
O angulo de torcao total de AB ¢ zero, entdo a soma dos
angulos de AC e BC deve ser igual a zero:




Outra forma de obter a condicao extra:
O angulo de torcado total de AB ¢ zero, entdo a soma dos
angulos de AC e BC deve ser igual a zero:

T, 0
4 z; Esta contrario ao sentido da

regra da mado direita (com o
polegar saindo da segdo).




Outra forma de obter a condicao extra:
O angulo de torcao total de 4B ¢ zero, entdo a soma dos
angulos de AC e BC deve ser igual a zero:

Esta contrario ao sentido da
regra da mao direita (com o
polegar saindo da secdio).

Ty —i2£l_TA

Sy "




Substituindo os valores numericos:

L =L, =125mm

J, = E(l(];af';!.uw)4 =15,7080 x 10> mm*
2

J, = g[(lonnn)‘* ~ (8mm)’ ] = 9,2740x10° mm*

Entao:

1, =257, — 0,500,
JILZ

E, voltando a expressao inicial de equilibrio, obtemos:

T,=755N-m Tz =44,5N-m



Substituindo os valores numericos:

L =L, =125mm

J, = %(10;*;311:)4 =15,7080 x 10° mm"

J, = g[(mmm)‘* ~(8mm)" |=9,2740x10°mm*

Entao:
JoL

T —
P,

T,=0,590T,

E, voltando a expressao inicial de equilibrio, obtemos:
1,="15,5N-m I =44,5N -m

Qual deve ser o comprimento do trecho CB para que T, e Ty sejam igumis
(considerando comprimento total da peca constante)? S
Y2

Tg=

-
Ly :



Exemplo 3

» Um eixo AB tem 250 mm de comprimento e 20 mm de diametro,
tendo secdo transversal circular. O eixo tem secao vazada, com
diametro interno de 16mm, no trecho de 125mm a partir da
extremidade B. O eixo e de aco, sendo engastado nas
extremidades. Determinar o0 momento torgor gue Se exerce no eixo

devido a cada apoio, quando um torque de 240N-m ¢ aplicado no
ponto medio de AB.




Exemplo 3

» Um eixo AB tem 250 mm de comprimento e 20 mm de diametro,
tendo secdo transversal circular. O eixo tem secao vazada, com
diametro interno de 16mm, no trecho de 125mm a partir da
extremidade B. O eixo e de aco, sendo engastado nas
extremidades. Determinar o0 momento torgor gue Se exerce no eixo

devido a cada apoio, quando um torque de 240N-m ¢ aplicado no
ponto medio de AB.

r125 mm
\1\125 mm {}"}3 0,5907,

240 N-m

Basta resolver o sistema considerando T-=240N-m.



Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» O eixo vazado ACB tem diametro externo de 50mm e diametro
Interno de 40mm e é engastado nas extremidades A e B. Forcas
horizontais P sdo aplicadas nas extremidades de um braco vertical
que € soldado ao eixo no ponto C. Determine o valor admissivel
das forcas P se a maxima tensao cisalhante admissivel no eixo €

de 45MPa.

A
200 mm

L

200 mm

600 mm .

| 400 mm




Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» O problema é resolvido de forma semelhante a
resolucado do problema anterior. Porém,
primeiramente duas perguntas devem ser
respondidas;

» Qual o valor de T em fungao de P?

»Qual é a maior reacao: T, ou Tgz?




Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Qual o valor de T em fungao de P?

Tc=0.2P+0.2P =04P




Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Qual o valor de T em fungao de P?

Tc=0.2P+0.2P =04P

»Qual é a maior reacdo: T, ou Tz?
J,=Jd,=J
L,>L,, logo:

lllll

1,=Lhr,

e P
~TB — Tméx T

JILE A 7 . N” ,,2”(;;““]
TB > T , |Ogo ~ | S
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Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Assim, para uma ¢., = 45 MPa?

érmax =TC >

_________________________




Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Assim, para uma ¢., = 45 MPa?

; ; T inax (dl2) 2T v J
z- = Ic > Tmax — md)} T'ax IT;K

_________________________




Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Assim, para uma ¢., = 45 MPa?

i__“““““““““““; . TmaX(d/z) . ZTmaXJ
Tonax = > Tmax — J Tnax = d

_________________________

T = 45 X 10°N/m?
J = %(dg‘—df‘) — 362.26 X 10~ °m*

d=d, =0.05m



Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Assim, para uma ¢., = 45 MPa?

i : _ Tmax(d/ 2) . ZTmaxJ
Ermax - > Tmax — J Tax = d

_________________________

T = 45 X 10°N/m?
J = 3% (d3—d*) = 362.26 X 10 °m*

d=d, =0.05m

~>
dex:TB = 652.07 N*m



Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Da questao anterior:

o )
Tp= JleTA? > Ta=43471N.m




Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Da questao anterior:

| J2L1 —
JleTA? > Tp,=434.71N.m

éTB

» Sendo:
Ta+TB=1TcC
Tc=0.4P



Exemplo 4 — Gere e Goodno, 2009, problema 3-8-4

» Da questao anterior:

| J2L1 —
JleTAi > Tp=43471N.m

éTB

» Sendo:
Ta+TB=1TC
Tc=0.4P

» Encontra-se P:

P=2717/ N



CONTINUA



