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INTERPOLACAO



INTERPOLACAO

» A interpolacdo e um procedimento empregado na
estimativa de valores entre os pontos conhecidos de um

conjunto de dados.




INTERPOLACAO

> Ela é feita primeiramente com a determinacao de um
polinomio que forneca o valor exato nos pontos
conhecidos, e entdo com 0 uso desse polinOmio para
calcular valores entre esses pontos.

y(x) = ¢y + c1x + cx% + c3x3 + cyx?




INTERPOLACAO

» Agui nos estudaremos a interpolacao empregando-se um
unico polindmio, independentemente do numero de
pontos envolvidos.
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INTERPOLACAO

» Agui nos estudaremos a interpolacao empregando-se um
unico polindmio, independentemente do numero de
pontos envolvidos.
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METODO DE VANDERMONDE



METODO DE VANDERMONDE

Consideracao basica:

O maior grau do polinomio é (n-1), onde n é o
numero de pontos dados:

Dessa forma, para:
X = Xq

p(xy) = ay + ax; + azx; ‘- + (g Xq 4 iy Xq nol = f(xy)




METODO DE VANDERMONDE

Estendendo para todos os pontos, chega-se a:

( (1',1 + ale + {135{312 + a4:€13 + e + a-nxl n-1 — f(xl)
{11 + azxz + (13.7622 + ﬂ',4x23 + e + aan n-1 — f(x2)
{11 + QEXE + ﬂ,ngz + ﬂ',4x33 + e + flnxS n-1 — f(XS)

e

\ay + arx, + asx,,* +a.x,”> +--+a,x, "= f(x,)

Sistema de equacdes lineares com n incognitas e n
equacoes, onde deseja-se encontrar os coeficientes:

a;, 1=1,..,n



METODO DE VANDERMONDE

Escrevendo o sistema de equacOes na forma
matricial, tem-se:

0 o1 .2 .3 —1- _ _
Xy Xy X{ Xpo o Xp o |pap [f(x)
Qo 2o o g|e| [re
xd xi x3 X3 xi % [ =[] (x3)
x0 xr x2 x2 o xnMRd o Lf(x,)!

a matriz A é a matriz de Vandermonde.



METODO DE VANDERMONDE

Exemplo: x  f(x)
X1 —1 4
X+ 0 1
P X3 2 —1

PASSO 1: Determinar o polindmio a ser analisado;

n =3 — px)=a,+ax + azx*




METODO DE VANDERMONDE

Exemplo: x  f(x)
X1 —1 4
X+ 0 1
P X3 2 —1

PASSO 1: Determinar o polindmio a ser analisado;

n =3 — px)=a,+ax + azx*

PASSO 2: Substituir os valores x; no polindmio
x=x, =—> p)=f()->aq —a,+az;=4
X=X, =——3 ply)=[f(x)->a =1

X = Xg —> p(x3) =f(x3) 2 a; +2a, +4a; =—1



METODO DE VANDERMONDE

PASSO 3: Transformar o sistema para a forma

matricial
al_a.2+a3:4 -1 _1 1- _4 -
1 a4, = 1 E> A= 1 0 0 , b — 1
a, +2a, + 4a; = —1 1 2 4] —1.




METODO DE VANDERMONDE

PASSO 3: Transformar o sistema para a forma

matricial
al_a.2+a3:4 -1 _1 1- _4_
1 a4, = 1 E> A= 1 0 0 , b — 1
a, + 2a, +4a; = —1 1] 2 4] 1.

PASSO 4: Resolver o sistema usando um dos
métodos para resolucao de sistemas lineares

_1_

ay |7 7 2

=|az|=| 3 x)=1——x+—-x

X [2] , ::> p(x) S
3




METODO DE VANDERMONDE

Exercicio para o lar: Obter um polinOmio que
Interpole os pontos da tabela e calcular p(1,05):

X 1.0 1.1 1.2
f(x) | 2.718 | 3.004 | 3.320

Resposta:
p(X) =1.508 —0.29x +1.5%"

0(1.05) = 2.85725



METODO DE VANDERMONDE

» NOTA IMPORTANTE:

» Na pratica, a solucéo de um sistema de equacbes néao é
eficiente, especialmente quando polindbmios de ordem
mais elevada estao envolvidos.

> E possivel escrever o polindmio em outras formas de uso
mais facil: LAGRANGE e NEWTON.




METODO DE LAGRANGE



METODO DE LAGRANGE

Consideracao basica:

p(x) € um polinomio de grau (n-1) com a
seguinte forma:

p(x) = flx)Ly(x) + fla)lo(x) + -+ fxp)L, (x)

ou

p(x) = Zf(_.ﬂjLi(_.rj —> (Polindmio de Lagrange)
i=1

onde,




METODO DE LAGRANGE

Paran = 3:

3

L, (x) = 1_[ I_Ik: (x — x)(x — x3)

X — X X1 — X X1 — X
k=1k=1 L Kk ( 1 2)( 1 3)

3

L, Gx) = X —_Ik _ ([:t: :II;EI —_13))
K1 jee Xi — Xk Xz — X)X — X3
La(x) = - X — X _ (x — x1)(x —x3)

X; — X X2 — X Xz — X
Al T GG — )



METODO DE LAGRANGE

As formulas derivam da analise grafica dos
dados, seguindo determinado algebrismo:

(x-25)(x-x4) (oc-x, ) (ox=x3)

JO= ety 21 GGy 2

Ax) (e-x)(x-x5)
A Sx)= (_Ecx ;2)) ()(c xl; 2 f(X)‘ " (x3—x1)(x3—x2)y3
/
(x s y ) ()C3, y?)
(x, y) l/iz ’ /
L (X, ¥) 5
| | |
o) L (o v |
| | |
| | |
| | e |
R 0 ) i
| ] - I P
Polinbmio de y, = a;(x,—x,) + a,(x, —x,) Polindémio de

Lagrange de primeira ordem. Lagrange de segunda ordem.



METODO DE LAGRANGE

Exemplo:

~1 4

2 —1

PASSO 1: Determinar o polinOmio a ser analisado;

n=3 — plx) = f(x1)Li(x) + f(x3)La(x) + f(x3)Lz(x)




METODO DE LAGRANGE

PASSO 2: Calcular L;(x)

(x —0)(x —2) x? —2x
(-1-0)(-1-2) 3

(x—(—1))(x—-2) _IE—I—E
(0—(-1N0O-2) -2

L (x) =

(x —(—-1))(x—0) B x% 4+ x
2-(-1)2-0 6

L; (x) =



METODO DE LAGRANGE

PASSO 3: Substituindo os Li(x) e f(x;) na equagao
de p(x) tem-se:

p(x) = flx1)Ly(x) + f(x3)La(x) + f(x3)Lla(x)

S
4 x% — 2x ; — x4 x+2 . x4+ x
=4 (5) 1 (Z ) s oo ()
S
7 2

x)=1——x+—x"
p(x) S+




METODO DE LAGRANGE

» NOTA IMPORTANTE:

» Se um valor iInterpolado for calculado para um dado
conjunto de dados e entao esse conjunto de dados for
ampliado para incluir pontos adicionais, todos 0s termos
do polinomio de Lagrange devem ser calculados
novamente.

Isso é diferente do que ocorre nos polinOmios de
Newton, onde apenas 0S novos termos deveréo ser
calculados se mais pontos forem adicionados ao conjunto
de dados. .




METODO DE NEWTON



METODO DE NEWTON

Consideracao basica:
p(x) = ay +ar(x — x1) + az(x — x1)(x — x3) +

ot @ —x)(x —x5) (X — Xp—q)

Onde a, sao os operadores diferencas divididas entre oS
pontos ((Tllf(TI:]J " (Tﬂl JF(TT?:]:]




METODO DE NEWTON

Os operadores diferencas divididas sao
dados por:

a; = flx]=f(xy)

f(xz) — f(xy)

Xy — Xy

az = flxy,x,] =

flxs] = flx;] _ flxo] = flx4]

flxs,x3] — flx1,x5] X3 — X>o X2 — X,

Az = f[.’{'l,l'z,lg] = ,. _ = _ -
_13_.11 .-‘{3_11




METODO DE NEWTON

> De forma geral

f[-I-E-XBI“':xn] f[ll X2, Xn— ]

An — X1

An = f[xl.!-tzn X3, v-rn] =

Com 1SS0

P(I) — f[Il] + f[Il,IE](I — Il) + e

o -|-f[;{lj X2,X3,", Iﬂ](I — Il)(I — Ig) e [I — Iﬂ—l:|I



METODO DE NEWTON

> Meétodo tabelar:

a, . — V.
flx,x,] = L
X V) a5 x; —X;
S x2 %] ay
X, Vs S [x35 x5, %] ds
flx3, x5] Slxg X5, x5, x4 ]
Xy V3 S %45 x5, X, ] S x5, x5 x3, %7, x4]
S x4, X5] S x5, X4 X3, X5 ]
X4 V4 J x5, %4 %3]
S x5, x4]
X5 Vs
Pontos Primeira Segunda Terceira Quarta
diferenca diferenca diferenca diferenca
dividida dividida dividida dividida

Tabela de diferencas divididas para um conjunto de dados com cinco pontos.



METODO DE LAGRANGE

As formulas derivam da analise grafica dos
dados, seguindo determinado algebrismo :

VA  fx)=a,+a,(x-x,) VA Ax)=a,tay(x-x,)
¥, A +a,(x-x )(x-x,) /
D/i & /
/&) W ~
|
SR P
i X M1 l .
X1 X X2 g X X, X X3 >
Figura Polinomio de  Figura Polinbmio de

Newton de primeira ordem. Newton de segunda ordem.



METODO DE NEWTON

Exemplo:

~1 4

2 —1

PASSO 1: Determinar o polinOmio a ser analisado;

n=3 —

p(x) :‘f[Il],‘l‘\f[IbIz]l(I —x1) + 5[11:12113}(1 — x1)(x —x3)

v v
d; dy dj




METODO DE NEWTON

PASSO 2: Calcular a; usando o método tabelar
Yi=Yi

oy = L 2!
X y f[xj, JC,] x.;'_x.f




METODO DE NEWTON

PASSO 2: Calcular a; usando o método tabelar
flxpx,] = L

X y _x.f_xf
-1 4
. 1-4
0—(-1)
0 1 1.1
11
/ 2_0




METODO DE NEWTON

PASSO 2: Calcular a; usando o método tabelar

y;'_yf

X=X

X y f[xj: xX;] =

-1 4
1-4

o—(—1):_3\ ~1-(-3) _2

-1-1_ / 2-(-1) 3

2-0

VA




METODO DE NEWTON

PASSO 2: Calcular a; usando o método tabelar
Yi=Yi

X y f[xj-, x;] = x;-—x:,

-1 4 12
\ 1-4 o A
< 0-(1) "> -1-(-3) 2"
0 1 . 2—(-1) 3
1-1
/ 2 -0 =-1 /

2 -1




METODO DE NEWTON

PASSO 3: Substituir os valores encontrados no
polindmio
p(x) = flxq] ‘|‘\f[11;12]l(1 —x1) + 5[11;12113}(1 — x1)(x — x5)

! v v
G dy D ds

IO(X)=4+(—3)-(X—(—1))+E-(X—(—l))-(X—O)

3
~
p(x)=4-3.(x+1)+—=.(x+1).(x)

3
2\
{ 2 -
X)=1-—X+—X
p(x) 3X*3




INTERPOLACAO POR PARTES



Interpolacao por partes

» A Interpolacdo usando um unico polinomio fornece
bons resultados apenas para um pequeno numero de
pontos;

» embora esse polinOmio passe por todos os pontos, ele
pode apresentar um desvio significativo fora deles.

12
10} Polindmio de 10" orde

Y|

U _ i _ _ _
0 2 4 6 8 10 12
X




Interpolacao por partes

» Neste caso especifico, melhores resultados
podem ser obtidos com o0 uso da
Interpolacao por partes:

10} Polindmio de 10" orde

U _ i _ _ _
0 2 4 6 8 10 12
X



Interpolacao por partes (Splines)

» Splines lineares:

(xi yi) / Ji (%) Jp1x)

(Xn, Yn)
(Xis1, Vis1) \ '
Ji(x)

\(x3, ¥3) (Xn-1, Yn-1)
(1, 1) (X2, 2)

1° 2° I-€681Mo intervalo n — 1
intervalo intervalo 1ntervalo




Interpolacao por partes (Splines)

» Splines quadraticas:

f; (x) = a; x>+b; x+c; Jn @) =@, x2+b, | x+c,, |

N\

o (Xie1, Vi)

(X, Vi)

i
i
fz(x) - a2x2+b2x+02 (Xp-10 Yn1) |

E i i { (X, Yn)
\ [ (X 23) | | | |
@i
\i\ fl(x) = a\x2+bx+c, i i |
(RO Mo T S T I N

1? intervalo 2° intervalo [-ésimo intervalo intervalo n — 1



Interpolacao por partes (Splines)

» Splines cubicas:

i (x) = a; x3+b; x>+c; x+d, \ Jno %) = @y, X34b,, x2ve, x+d,

(x.;l | 5 L,vl'.l ]}

1>(X) = apx3+byx?tcoxtd, (xi, yi) (Xp-1, Yn-1)

(Xn ¥n)

(% 1) (x5, 1)

{xl, J>\j‘1(‘x) = a1x3+blx2+clx+d1

Yy =

1° intervalo 2° intervalo i-ésimo intervalo intervalo n — 1



...CONTINUA




