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Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Em Mecénica dos Solidos 3, estudamos métodos para o calculo de

deslocamentos estruturais:

DEFLEXOES
|
[ | | |
Método da Integracéo Método dos Método da METODOS DE
direta Momentos de area Superposicao ENERGIA
Trabalho-
Energia
Trabalho das Forcas externas = Energia de deformacao .

Principio dos

Trabalhos
‘ Virtuais (PTV)
- _ Rayleigh-Ritz

WE =U+E tica+Ete ica » WE =U o
Teorema de
Castigliano




Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Em Mecénica dos Solidos 3, estudamos métodos para o calculo de
deslocamentos estruturais:

DEFLEXOES

METODOS DE

ENERGIA
|
| | | |
Principio dos
Té?]te)?l?g' I:%%;?Ti%r?g Rayleigh-Ritz Trabalhos
g g Virtuais (PTV)
- J F=f(8)ouM=f(0)
We — U I dW=FdsouMdo |
& | S Fou M
3 FouM .
B FouM g =
e W= =
0 JL Soud 0 douf 0 douf
dd oudb deslocamento deslocamento
deslocamento (b) ()
(a)
" F.d Ui jnormal 0.2 v jasalhamento TZ v jtorgao TZL v
e = —— 1 = e + —_ + _
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Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Em Mecénica dos Solidos 3, estudamos métodos para o calculo de

deslocamentos estruturais: ]
DEFLEXOES
METODOS DE
ENERGIA
|
[ 1 1 ]
Principio dos
Trabalho- Teorema de ) i

Energia Castigliano Rayleigh-Ritz Vil&i?sl(g?v)

We:UiJ

Nesse metodo, as deflexbes s0 podem ser
calculadas em um ponto onde uma forca atua e
somente uma unica carga concentrada pode ser
aplicada na estrutura




Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Em Mecénica dos Solidos 3, estudamos métodos para o calculo de

deslocamentos estruturais:

DEFLEXOES
METODOS DE
ENERGIA
]
| ] | |
. Teorema de . Principio dos
Trabalho-Energia Castigliano Rayleigh-Ritz Trabal(f;)(){_s\y)lrtuals

5. = dUinterna
k= 9pj i

Pode aplicar mais de uma forca! Apos a
aplicacdo do teorema, iguala-se a forca ficticia
(Temperatura constate; elastico linear) a zero e determina-se o deslocamento efetivo
procurado.




Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Em Mecénica dos Solidos 3, estudamos métodos para o calculo de

deslocamentos estruturais:

DEFLEXOES
METODOS DE M
ENERGIA i w' — raio de curvatua
]
| I ] l q
Principio dos | A I 2 S R R
Trabalho-Energia E%%;?T%gg Rayleigh-Ritz | |[Trabalhos Virtuais ] 0
] (PTV) &\H“L =
w(x)

a_" -0 A fungdo tentativa de quarto grau é:
dai

w(X) = ag + a;x + a,x* + azx® + azx?

aproximado por polindmio.

A Energia potencial é dada pela soma da Energia Interna (Ui) com a Energia Externa (We).

I[I=Ui+We



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

O PTV é aplicavel desde vigas simples a placas e cascas complexas.
Alem disso, o0 método permite incluir nos calculos de deflexdo a
Influéncia de recalques de apoio, mudanca de temperatura e erros de

fabricacao! ]
DEFLEXOES
METODOS DE
ENERGIA
]
| | | ]
Principio dos
Trabalho-Energia Teorema de Rayleigh-Ritz Trabalhos Virtuais
Castigliano (PTV)
Sendo:
W, = Y F,-Dy —trabalho virtual das forcas externas Fa com os correspondentes 1. A = j u.dlL
deslocamentos (externos) Dg; %4

U= _[ fa-dp —energia de deformacao interna virtual armazenada em uma estrutu-
ra, combinando os esforcos internos fa com os correspondentes em equilibrio
deslocamentos relativos internos ds.

We =U— Y Fy-Dy = [fa-dy

(I

compativeis



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

O PTV foi desenvolvido por John Bernoulli em 1717 e, como outros
métodos de analise, baseia-se na conservacao de energia.

DEFLEXOES
METODOS DE
ENERGIA
1
| | | |
Principio dos
Trabalho-Energia Teorema de Rayleigh-Ritz Trabalhos Virtuais
Castigliano (PTV)
Sendo:
W, = Y F,-Dy —trabalho virtual das forcas externas Fa com os correspondentes 1. A = j u.dlL
deslocamentos (externos) Dg; %4

U= _[ fa-dg —>energia de deformacao interna virtual armazenada em uma estrutu-
ra, combinando os esforcos internos fa com os correspondentes em equilibrio

deslocamentos relativos internos ds.

(I

compativeis



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

O principio consiste:

A aplicacdo de uma carga virtual unitaria externa (P’= 1) na direcéo
e no ponto no qual se deseja calcular o deslocamento (Ponto A),
gera, automaticamente, uma carga virtual interna (u) no elemento,
conforme a figura abaixo:

As condicbes de equilibrio
exigem que as cargas externas
estejam relacionadas apenas as
cargas internas.

P=1"

Aplicagdo de carga unitdria virtual

(a)



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Uma vez aplicada as cargas virtuais e 0 corpo seja entdo submetido
as cargas reais (Pi), o ponto A vai se deslocar uma guantidade real
(4) que provoca uma deformacao interna no elemento (dL).

P

S —— ———

P=1"

Aplicagdo de carga unitdria virtual Aplicagdo de cargas reais
b

(a)

As condicbes de compatibilidade exigem que os deslocamentos externos estejam relacionados
apenas com as deformacdes internas.



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Assim, considerando apenas a conservacao de energia virtual, pode-
se escrever a equacao do trabalho virtual como:

P.A =f u.dL
V

Sendo:

P =1 a carga virtual externa (atua na direcédo do deslocamento);
u = carga virtual interna (atua sobre o elemento infinitesimal)
A = Deslocamento externo provocado pelas cargas reais

dL= deformacao interna provocado pelas cargas reais.



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Situacdo: Uma viga engastada submetida a cargas reais. Queremos saber o
deslocamento de um ponto especifico (Ponto A) na extremidade livre.

Forca virtual: Aplicamos uma carga ficticia unitaria (P> = 1) no Ponto A, na
direcdo do deslocamento desejado.

Forca interna virtual: Isso gera esforcos internos virtuais # na viga (como
momento fletor).

Deformacao real: Consideramos as deformacOes reais dL causadas pelas
cargas reais que atuam na viga.

Resultado: Usando a equacao do trabalho virtual:
1.4 = J u.dL
%4

Calculamos o deslocamento real A no ponto A sem resolver todas as equacdes
complexas da viga.



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

1.4 =f u.dL
%

Note que o termo “Y2” nao aparece nem na expressao do We
virtual nem na expressao da Ui virtual.

Antes, usavamos esse termo porque forcas e deslocamentos
estavam diretamente ligados (como causa e efeito). No trabalho
externo virtual, as forcas ndao causam os deslocamentos, e na
energia Interna virtual, os esforcos internos nao causam O0S
deslocamentos internos. Por isso, chamamos de "virtual”!



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Supondo que o comportamento do material é elastico-linear e a
tensdao nao exceda o limite de proporcionalidade podemos obter a
expressao geral para o calculo do deslocamento de um ponto:

: F virtual
< : a N FA ......................................................
; “““ ];?_“TC\Z GA e o
- IDA ) — A Mg
, e 1 d h 7
——————————————— e duy B e

fea,
]
x
..........
------------
---------------------

A faxialnNd +jmomentode +Jcisalhament0fvvd +Jtorgéo tTd
=) Ea™T ) g ca™“T) g™



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Supondo que o comportamento do material é elastico-linear e a
tensdao nao exceda o limite de proporcionalidade podemos obter a
expressao geral para o calculo do deslocamento de um ponto:

A jaxialnNd +fmomentode +jcisalhament0fvvd +Jtor(;éio tTd
7). EaTT) El 7T ca T g™

Sendo: f o fator de forma de cisalhamento e

n = normal interna causada pela carga virtual externa;

N = normal interna causada pelas cargas reais externas;

m = momento interno causado pela carga virtual externa;

M = momentos internos causados pelas cargas reais externas;
v = cortante interna causada pela carga virtual externa;

V = cortantes internas causadas pelas cargas reais externas;

t = torsor interno causado pela carga virtual externa;

T = torsores internos causados pelas cargas reais externas;



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Para Porticos:

Obs.: A integral que considera o efeito de cisalhamento (cortante)
tem valor pequeno em compara¢ado com 0S outros termos no caso de
barras longas (altura da secao transversal menor que
aproximadamente % do vao da barra). Nesse caso a integral é
desprezada!



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Para Grelhas:

momento mM J torgao tT
1.A=f ——dx + dx+f —dx
L El L

Obs.: A integral que considera o efeito de cisalhamento (cortante)
tem valor pequeno em compara¢ado com 0S outros termos no caso de
barras longas (altura da secao transversal menor que
aproximadamente % do vao da barra). Nesse caso a integral é
desprezada!



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Deformacdes internas Hipoteses: Lei de Hooke. Pequenos deslocamentos

Deformacao axial associada ao Esforco Normal N

N N=g? A=E-e* A=E- A5 au="" 4.
— N » dx A
N | N
J
I— _ A &rea da secéo transversal

Deformacao angular associada ao Momento Fletor M

I\ o, M= j{r{ (—y)dA = jEE{I{—!;]tiﬂ: jE{—d—Hy]{—t;):iAﬁffﬂ M
B LU dx ) EI

A A

|
[

7 - - . — i~ -
dx I= [ 1y~dA — momento de inércia da segao transversal em relacdo ao eixo z.
JA



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Deformacdes internas Hipoteses: Lei de Hooke. Pequenos deslocamentos

Deformacao vertical associada ao Esforco Cortante Q

i T

Deformacao angular associada ao Torcor T

- T= jr*.-;-fm: ijf.-an: j G, 1A = do=—L
A

. . dx G,

}V}*‘ ] p = [r'zdﬁ — momento polar de inércia da secao transversal circular ou anelar.

v A




Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Exemplo 1: Usando trabalho virtual, calcule as componentes (dv e dh) do
deslocamento do no B (Figura a). Para todas as barras, adotar area A e modulo

de elasticidade E.

Q=lkNl

o)b:

30 kips ==== 1 kip

+U CIl

30 kN

1 kip

‘ 30 cm T

40 kN 40 kN
(a)

(c)



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Q=lkNl

Dfey

30 kips ==== 1 kip

14U cm

W

I kip

Resolucao (a):

w _jaxi“lnNd B ni.NiL_
Av = . X = = L

50 x 0 —40 x(—1) 1600
= 50 40 =

Av = —p= 0+ — EA




Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Q=lkNl

o)c:

30 kips ==== 1 kip

cm

W

30 kN
I kip

(c)

Resolucao (b):

L An = J“’““lnN B ni.NiL_
dx = L

50x5/3 —40x(—4/3 18900
_ x/50+ x( /)40_

EA EA 3EA




Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Exemplo 2: Calcule o deslocamento horizontal §x do né B da trelica
mostrada na Figura 10.8a. Dados: E = 30 000 kips/pol?, area das barras AD e

BC =5 pol?; area de todas as outras barras = 4 pol?.

120 kips
20° “!* 207 “! (b)

(a)



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

120 kips
20— 20— (b)
@ Solucio:
F\'il'tllal F real L A FaFpl/A
Barra kips kips ft pol2 kips2-ft/pol?
(1) (2) (3) (4) (5) (6) FoL 1 F,L
200p = 2Fp—— = = 2F,—

AB +1 +80 20 4 +400 Q0r AE ET Y A
BC 0 + 100 25 5 0
CD 0 —80 20 4 0 _ 1 \
AD —% =100 25 5 +625 L kip(d,) = 30000 (1025)(12) (f¢
BD 0 —60 15 4 0

S F F =
2FoFpL/A = 1025 8, =0,41 pol - Resp.



Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Demonstracao aplicada a trelica

\R.-*. + 0,

A

15icED
efletida

5
Wp="Up
— I7
deflexdo eflexio .HIII:! Il L.!"
- F,
= m . = = - ~
8 Up = +F, AL E o HAL-C Wp=Up
g p=1lp I g Pyl . EEnlY oo
2 = ~Up ¢ 0
) — o ~
0 AL — | ar,
alongamento alongamento Alg

alongamento



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Para uma configuracao deformada real (4, du) qualquer. Basta que
se escolha arbitrariamente um sistema de forcas (P=1, f) ,
denominado virtual, do qual se saiba que satisfaz as condicOes de

equilibrio. Esta versdo do PTV é chamada de Principio das
Forcas Virtualis.

De maneira analoga, o PTV pode ser utilizado para impor
condicOes de equilibrio a um sistema de forcas (P=1, f) qualquer.
Basta que se escolha arbitrariamente uma configuracao deformada
(4, du), denominada virtual, da qual se saiba que satisfaz as
condicOes de compatibilidade. Esta versdo do PTV é chamada de
Principio dos Deslocamentos Virtuais e serd apresentada mais a
frente.



Principio das Forcas Virtuais (PFV)



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

O PFV utiliza um sistema virtual, que €& completamente
Independente do sistema real. O sistema virtual trabalha com a
mesma estrutura, mas com cargas diferentes. As cargas do sistema
virtual sdo compostas de uma forca (ou momento) escolhida
arbitrariamente na direcao do deslocamento (ou rotacdo) que se
deseja calcular.



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Exemplo:
Sistema Real Sistema Virtual
Pll P, =1
WANREN R B JrAN VAN AN
?E > b pa A Db P,b4
2 2 ] ]
a%é—bif < >f< b =]
I/Z%I/Z%- } < / = R
W P_Zﬂb/f LA\ X
M(:r M(x)

Figura 4.8 — Calculo de deslocamento genérico em viga biapoiada com uma carga central.



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Sistema Real Sistema Virtual
Exemplo: B
Pll Pz =1
ST T =2 N
$_ Prbe A 4 b (AL
2 l [
f— g >f=—— ph —— a = b
<—1/2 1/2—= [
2=l - .
Pil/4 ~= X Pyab/I L X
v M(x) \fﬂ(x)
Figura 4.8 — Calculo de deslocamento genérico em viga biapoiada com uma carga central.
(desprezando deformacdes provenientes do efeito cortante)
Resolucao:

momentoM_x M (x
Ly = [T,
L



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Exemplo:

A aplicacao do PFV para o calculo
de deslocamentos que trabalham a
flexdo resulta no calculo de UMA
INTEGRAL que combina
diagramas de momentos fletores nos
sistemas real e virtual.

Resolucao:

momentoM_x M (x
Ly = [T,
L



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Exemplo: Usando trabalho virtual, calcule (a) a deflexdo 6B e (b) a
Inclinacdo 0 na ponta da viga em balan¢o uniformemente carregada da Figura

10.15a. El é constante. Considerar a viga como sendo delgada.

Oy =1

iy

x|

(c)



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

"
YR I
— 7
= —— 5, A AJ L—dx

(a)

Resolucédo (a):

—dx =

momento ., 1 L@x)(wx?/2)
1.6p = d
o [ [0

E] El

Resolucdo (b):

——dx =

E] El

momento ., 1 Ly (wx?/2)
1.0 = d
- | ’“

Oy =1

Y.
] |
A L—\—l
(c)
_JLl.Wx3 _ wlL*
~ ), 21 7T BEI

_ jL 1. wx? wl?
), 2EI 6EI



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Porem, existem TABELAS que
mostram expressoes para avaliar a
Integral para diagramas usuais em
uma barra.



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.

—1—
| o, P
J.Mde — 1 —F — 1 —F ,I'—I—,-l’_
0 M, M—BH:DIDIV =TI M
— 1 — L 1— 1—
M, M, M,I —MpM 4l —~McM,yl
i S I 1— 1—

\UL, {}"MD ZM Mpl —MgMpl EMCMDI




Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Exemplo: Calcular o deslocamento horizontal do apoio da direita do pdrtico.

E = 2,0510° KN/m?

Sistema Real Sistema Virtual

| | |24 N/m - 1S 200x52.3,

VS 300x43.0 A, =6,710% m2
I =4810%
JANEPY
-

VS 300x43.0
Ay = 55107 m?

I"f-'—l rrl —1+f-—.»; I :"|
C5 200x52.3

>

6 m =~ I, = 8,8105 m*.

Para Porticos:

A faxialnNd +fmomentode
=) AT El



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Sistema Real Sistema Virtual

<2 m>f<2m=>]
2NN
o\
Q)
-[>
i7

“.‘ P 1/3
18 Ky DERVAN
=4 | 1173
R 6m | v
j_'Ndx_ (+D)-(-18) | [(¢1/3)-(78) ] [(1/3)-(66) ,
EA EA, EA, EA, '
estrutura

JM.dezl: J‘M.de}
EI El
barra

estrutura barras



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Sistema Virtual

) 72\ Vig 36
72 ] / < N
\\\\\\\\j

36
- - s 2

54,8 P=1
@ A_
_ £ A
Pilares /31

11/3
- v
Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
=it
| s I
* mM 1 1 M
) m _ . MMix — | =it | =i
0 pilar Pilar
— | —
I | MMt | 5MaMa | MM
i B ST 71— 1—
oy | [ | | g |
i
2 ) i 1— 1— 1—
mM 1 1 My M MMl “MgMcl MMl
Pilar 2 | dx = -mMIl = — 2.36.2 ‘
0 El ilar 3 3Elpilar g, p — 1-— 1—
p My| 5 MaMo! 3 MaMpl MMl




Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Sistema Virtual

] 72 -
= VIg 36
-
72 / < N
36 2
o - 4
-
54,8 P =1
AN
Pilares /31
+—H—
1 A
1173
e \ 4
@ @ Tabela 4.1 - Combinacao de diagramas de momentos fletores em barra.
[ | Bm—= | 6 m —=
=i
7 oo ! w I
Vi = |MMdx=-=-4-72-6 —
|ga |/ Jo 3 MMdx | —y —— PR —"
Combinacdo 14 — = (it o366 0 M LTI | e M
I/ Jo 6
P6 1 —— __ 1— 1—
= |MMdx=+--4108:6 M (I MMyl MaMal | MMl
L 108 4 J0
- i S 1— 1—
2 - 1 —i— | M 7 MaMsl 3 MuM,l MMl
————— = |MMidx=——-2.72:6 F’MC MWMC “
Viga S 1 i o e Ry
. . ,AI .6 1 5 Mo TEIMM| =M, Ml MMl —McMcl
Combinag&o 2 | —————— = |MMdr=-22366 ’ ’
-Uﬁ ——r . L
— 3= MMdx=+L.2.108-6 Mpl 3 MaMol 3 MMl 3 MeMol
108| Jo 3




Principio das Forcas Virtuais (PFV)

Com base nas Equac0es e nos valores dos parametros E, A;g,, lyiga
Aiar € loilar 0 deslocamento pode ser calculado:

jde=- L o4726-—1 4.36.64——.4.1086
EI 3EI, 6EI 3E

estrutura ¢ ¢
—6; 272 6——2.36-64——2.108-6———4.72-4——.2.36.2
1 M- M, . . .
A=F —d.l + x|=-1,40-104-2,79.102=-2,81-10 > m

| estrutura estrutura

Obs.: O sinal negativo do deslocamento calculado significa que o seu sentido, da direita para a
esquerda, é contrario ao sentido da carga virtual P aplicada



Principio das Forcas Virtuais (PFV)

A contribuicao da parcela de energia de deformacao devida ao
efeito axial € muito menor em modulo do que a contribuicdo da
parcela devida ao efeito de flexao.

Isto € usual para porticos que trabalham a flexdo e, em geral, no
calculo manual a contribuicdo da energia de deformacao axial é
desprezada!

J‘M-M
x + dx |=
El

| edfrutura estrutura




Deslocamentos provocados por variagao
de temperatura



Deslocamentos causados por temperatura

VariagOes de temperatura nao provocam esfor¢cos em uma estrutura
Isostatica. Mas, em estruturas hiperestaticas  provocam
deformacoes e esforcos internos na estrutura.



Deslocamentos causados por temperatura

Exemplo simples de uma viga biapoiada que sofre um
aguecimento uniforme de temperatura.

y I
T ________________ >—j< A= J.du’ —o-T-1
AN T [°C] AN . 0
AN VAN
< / = 7
|
y |
- :
|
|
]
= - — e
dx  y+du’ dx du?|=cx-T-dx

Figura 4.11 — Viga biapoiada com variagcao uniforme de temperatura.



Deslocamentos causados por temperatura

Exemplo de uma viga hiperestatica que sofre um aquecimento
diferencial e linear em relacao as fibras superiores e inferiores.

du' — deslocamento axial relativo interno devido a variacdo de temperatura;

46" — rotacao relativa interna por flexdo devido a variacao de temperatura;

Nao existe deslocamento transversal relativo devido a variacao de tempera-
tura (dh' =0).



Deslocamentos causados por temperatura

du’ — deslocamento axial relativo interno devido a variacdo de temperatura;

d6" — rotacdo relativa interna por flexdo devido a variacao de temperatura;

Ty —T[OC] def =2(£XTL1.1)
~ . [ o) - } _T B h
79’ “‘--t?l-?l—*” g X ] 1\
\ | (encurtamento da fibra superior)
\
| ] | |
dx \ '
’ hi2 \
i ‘\
T
| v
< =T dx

dx

(alongamento da fibra inferior)

Figura 4.12 — Viga biapoiada com variagao transversal de temperatura.



Deslocamentos causados por temperatura

Exemplo de uma viga que sofre um aquecimento diferencial e
linear em relacdo as fibras superiores e inferiores.

- T, -dx (alongamento da fibra superior)

NY +T. =
N )
\ AT. =T
\ dgT =& U ‘“)dx
X h
] ’\\ x
h =
§ d“ =F‘TCG dx
\
\
\
V¥ )
+Ti ‘
h dx - - T,- . dxf‘l(nfongnmenm da fibra inferior)

Figura 4.13 — Deformacao de um elemento infinitesimal de barra por variagao de temperatura.



Deslocamentos causados por temperatura

A expressao geral do PFV para o calculo de um deslocamento
genérico devido a uma variacao de temperatura.

2 M-ivfT. T
J-N.a.TCG.dx + I a;' ’)dx ; (4.22)
1

| estrutura estrutura .|

=3l

Sendo:

o — coeficiente de dilatacao térmica do material;
h — altura da secao transversal de uma barra;

T; — variacao de temperatura na fibra inferior de uma barra;
T, — variacao de temperatura na fibra superior de uma barra;

T — variagao de temperatura na fibra do centro de gravidade de uma barra.



Deslocamentos causados por temperatura

Considerando que as barras sao prismaticas, essa equacio pode
ser simplificada para:

- Z{a’ (T;I— T,) _ J.M - dxlmm} : (4.23)

barras



Deslocamentos causados por temperatura

EXEMPLO: Considere que a estrutura sofre um aquecimento
Interno de 20°C, e que também se deseja calcular o deslocamento
horizontal do apoio da direita. Considere: a = 0,000012/°C; h,oung
= 0,20 m e hyjg, = 0,30 m; Ti = +20°C, Ts = 0°C e T = +10°C. €
CG no melo das alturas da viga e coluna.

Sistema Real Sistema Virtual
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1 “/7“ 4 2

v ' 209C \ P

—>
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N /31
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= 6 m > 1173
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Figura 4.14 — Calculo de deslocamento devido a uma variagao de temperatura pelo PFV.



Deslocamentos causados por temperatura

Sistema Real Sistema Virtual

I s et ey VoA
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f g = %L/ / -
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Figura 4.14 — Céalculo de deslocamento devido a uma variagao de temperatura pelo PFV.

barra barras

A=;.[;{Q.T%' J.N-dx] +Z{a-(T;1-Tq)_ J.M.dem]- (4.23)

1 ! ° * 1
1ZGTCG<L3dx+f0 dx+f0 3dx>+
. 4 ° 1x 2
Zoc(Tl Ts) (f 1x.dx+j (?+2)dx+f 1x.dx +>
0 0 0

hv ou hc




Deslocamentos causados por temperatura

S
Sistema Virtual

¢ 3] ; } Sistema Real

T _______________ VoA
E ) : _
209C t P

) g, ) A
£
~ 1/3
_M ‘_|_

AN VAN

- B m =| 1173

Figura 4.14 — Céalculo de deslocamento devido a uma variagao de temperatura pelo PFV.

f[w-:ﬂm (+6)+aTeg ‘(%}“'TCG [‘%ﬂ

h. h.

(L [

A=+0,08-102]+|+2,64-102]|=+2,72.102m.



Deslocamentos provocados por recalques
de apoio



Deslocamentos causados por Recalque

Recalques de apoio, pequenos em relacdao as dimensbes da
estrutura, ndo provocam esforcos em uma estrutura isostatica.
Mas, em estruturas hiperestaticas provocam deformacoes e

esforcos internos na estrutura.

Sistema Real




Deslocamentos causados por Recalque

O mesmo portico adotado anteriormente e considerado como
exemplo para o calculo de deslocamento. No exemplo, o apoio da
esquerda da estrutura sofre um recalque vertical (para baixo) p =

0,06 m.

Sistema Real

Sistema Virtual

P=1
—>

1/3%

Figura 4.15 — Calculo de deslocamento devido a um recalque de apoio pelo PFV.



Deslocamentos causados por Recalque

Observa-se na linha elastica indicada que o quadro isostatico
sofreu um movimento de corpo rigido devido ao recalque. Isto &,
as barras permanecem retas (sem deformacao). Portanto, a energia
de deformacéo interna virtual é nula: U =0.

Sistema Real Sistema Virtual
[ S T K A
£ | \
™ r- \ —
' ' P=1
4** \ N —>
\ -l
o \ 1/3
i “ ‘—l—
g I 7{7>7 1 747>‘7
oV A 1173
Trrdv v
| 6 m =]

Figura 4.15 — Calculo de deslocamento devido a um recalque de apoio pelo PFV.



Deslocamentos causados por Recalque

Por outro lado, o trabalho virtual das forcas externas agora recebe
a contribuicdo da reacdo de apoio do sistema virtual com o
correspondente deslocamento (recalque) de apoio real:

Wg=P-A+(-1/3)-(-p).

Sistema Real Sistema Virtual
[ Iy K A
e __peT \
o™ - =
\ ' P=1
P : L
;o 4
N k 173
v \ “—
£ I 7& 1 747;'
Q ]
© A 1/3
Sy v

e 6m ——

Figura 4.15 — Calculo de deslocamento devido a um recalque de apoio pelo PFV.



Deslocamentos causados por Recalque

Por outro lado, o trabalho virtual das forcas externas agora recebe
a contribuicdo da reacdo de apoio do sistema virtual com o
correspondente deslocamento (recalque) de apoio real:

Wg=P-A+(-1/3)-(-p).

(Wg=U)

Wr=0=>A4==[-(-1/3)-(- p)] > 4=-2,00-10"> m.

1
P



Deslocamentos causados por Recalque

A expressdo geral do PFV para o calculo de um deslocamento

genérico devido a recalques de apoio em um quadro isostatico €
obtida considerando que U = 0:

‘1 —
A:—? Z[Rp] (4-25)

recalques

Sendo:

p — recalque de apoio genérico na estrutura real;

R — reacdo de apoio no sistema virtual correspondente ao recalque real p .

Os sinais das reagdes e recalques na Equacao (4.25) devem ser consistentes.



Verificacao de atendimento a condicao de
compatibilidade



Atendimento a compatibilidade

Embora os exemplos mostrados nas secOes anteriores tenham
tratado de estruturas isostaticas, o PFV tambéem pode ser aplicado

para estruturas hiperestaticas.

Sistema Real Sistema Virtual
TULLLLIILILLILLLL
R i @
(= g
4 5q1 3ql Y 1 /zi
8 8
=]

<—1/2—><—1/2—= - !



Atendimento a compatibilidade
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Atendimento a compatibilidade
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Atendimento a compatibilidade

ATENCAO na escolha do sistema virtual: a estrutura adotada no
sistema virtual NUNCA deve adicionar um vinculo em relacéo a
estrutura real.

Sistema Real Sistema Virtual
gl2/8 AR RN L P, = 1l My =1/2
““““ J_-Wz R

Sql D 0, %3_‘71 %1
8



Atendimento a compatibilidade

Considere como exemplo a estrutura abaixo, da qual se deseja
calcular o deslocamento D, no ponto central. Note que a estrutura
real e hiperestatica e a estrutura virtual é isostatica. Entretanto, a
estrutura virtual tem um vinculo adicional na extremidade direita
(engaste) que nado existe na estrutura real.

Sistema Real Sistema Virtual
p QI =] Mg
y - R
T % 9
541 D1 "o, 1‘L3ql
8 8 ‘
~—1/2—>t=—1/2—>f <—1/2—>=<—1/2—>]
PR () »
q12/8} ““““““““ =7 /L
Y E R

Figura 4.17 — Sistema virtual com vinculo adicional em relagéo a estrutura real.



Atendimento a compatibilidade

Isto Impede a determinacio do deslocamento D1 pois na expressao
do PFV aparecem duas incognitas, D1 e 02:

Sistema Real Sistema Virtual

q Eﬂl M, =1/2

b
N
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Figura 4.17 — Sistema virtual com vinculo adicional em relag&o a estrutura real.
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Principio dos Deslocamentos Virtuais
Semelhante ao PTV



Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

O Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV) e uma das principais
ferramentas para a determinacéo de forcas (e momentos):



Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)
O principio consiste:

A aplicacdo de um deslocamento virtual unitario externo (A= 1) na
direcao e no ponto no qual se deseja calcular a forca/momento
(Ponto A), gera, automaticamente, um deslocamento virtual interno
(dL) no elemento, conforme a figura abaixo:




Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

A aplicacdo do carregamento reais gera, automaticamente, uma
carga real interna (u) no elemento, conforme a figura abaixo:




Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

Assim, considerando apenas a conservacao de energia virtual, pode-
se escrever a equacao do trabalho virtual como:

AP =f u. dL
v

Sendo:

P = carga real externa (atua na direcao do deslocamento);

A = deslocamento virtual unitario;

u = carregamento interno gerado pela forca real externa;

dL= deformacdo interna provocado pelo deslocamento virtual.



Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

Supondo que o comportamento do material é elastico-linear e a
tensdao nao exceda o limite de proporcionalidade podemos obter a
expressao geral para o calculo do deslocamento de um ponto:
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Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

Para Porticos:

wE=u:>p=% jN-E + jM-d_ﬁ.

| estrutura estrutura

Para Grelhas:

jM-d_a + |T-do].

| estrutura estrutura




Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

Para Porticos:

E:ﬁ:?:% jN-E + jM-d_ﬁ.

| estrutura estrutura

Sendo:

P — forca externa genérica a ser calculada no sistema real;

N — esforco normal no sistema real;

M — momento fletor no sistema real;

A — deslocamento externo virtual no ponto da forca genérica a ser calculada;
du — deslocamento axial relativo interno no sistema virtual;

d@ — rotacao relativa interna por flexao no sistema virtual.



Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

Para porticos com carregamentos externos e recalques de apoio:

2 2
p=% IEA@ d—”dx + IEId”-d Yiax | .

dx dx dx?  dx?
| estrutura estrutura |
Para Grelhas:
2 2.
p=1 IEId f.d Jdx + j‘G]f dg dg ;|
A dx” dx dx dx
| estrutura estrutura i




Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

Para porticos com carregamentos externos e recalques de apoio:

_ -
p=2 IEA@-didx ¥ IEId 0 A0
A dx dx dx® dx

| estrutura estrutura

Sendo:

EA — parametro de rigidez axial, sendo E o médulo de elasticidade do material e
A a area da secao transversal;

u(x) — deslocamento axial no sistema real;

u(x) — deslocamento axial no sistema virtual;

El — parametro de rigidez transversal por flexdo, sendo I o momento de inércia
da secdo transversal;

v(x) — deslocamento transversal no sistema real;

v(x) — deslocamento transversal no sistema virtual.



Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

PDV para solicitacOes de variacao de temperatura :

™| 7= 2 T 2
p=2 pa| Qi _du N Ay p 4040 1140
A dx dx dx dx dx dx

| estrutura estrutura




Teorema de Betti e Teorema de Maxwell



Teorema de Betti

A energia elastica de trabalho feita por um sistema de forcas "A"
nos deslocamentos causados por outro sistema de forcas "B" é igual
ao trabalho feito pelo sistema de forcas "B" nos deslocamentos
causados pelo sistema de forcas "A".

Sistema A: Sistema B:

2
== @
] ) ‘mmmmmm i




Teorema de Betti

Sistema A: Sistema B:
Fg dpa=F, dg

d, d,

Fa " =

2
“mmmmm ) ‘ummmmm i

2




Teorema de Maxwell

Em uma estrutura linear elastica, se vocé aplicar uma forca unitaria
no ponto 1, isso causara um certo deslocamento no ponto j. Agora,
se voceé fizer o contrario — aplicar a mesma forca unitaria no ponto
] — o deslocamento no ponto i sera exatamente 0 mesmo. O mesmo

vale para deslocamentos:

Sistema A Sistema B
B _
S M; = .
,,,,,,,, y AN DEERVAN J B
?_,.—F"'-' A A _ — ."_.-P’ A B é
]
Figura 4.21 — Teorema de Maxwell para forgas generalizadas unitarias.
Sistema A Sistema B
A
CMJ ______ Yoo e
,z","‘ A’ AAM=1 é -'_____,..--""#-- A pB é
//’ 1 —1?—-*' i
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Figura 4.22 — Teorema de Maxwell para deslocamentos generalizados unitarios.



CONTINUA na Proxima Parte
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