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Introducao

Mais alguns passos em direcéo a analise e projeto de estruturas:

1° semestre:
2° semestre:
3° semestre:
4° semestre:
5° semestre:
6° semestre:
/° semestre:

8° semestre:

9° semestre:

Mecanica dos Sodlidos 1
Teoria das Estruturas 1
Mecanica dos Soélidos 2 4
Mecanica dos Solidos 3
Teoria das Estruturas 2

Estruturas de Concreto 1

Estruturas de Acgo
Estruturas de Concreto 2
Estruturas de Madeira
Fundacotes 2

10° semestre: -




Introducao

Mais alguns passos em direcéo a analise e projeto de estruturas:

1° semestre: -

2° semestre: -

3° semestre: Mecanica dos Sdlidos 1
4° semestre: Teoria das Estruturas 1
5° semestre: Mecénica dos Sdlidos 2 4
6° semestre: Mecanica dos Solidos 3
7° semestre: Teoria das Estruturas 2

Estruturas de Concreto 1
Estruturas de Acgo

8° semestre: Estruturas de Concreto 2
Estruturas de Madeira

9° semestre: Fundacgdes 2

10° semestre: -

Mecanica dos Sdlidos 1: Estuda o
equilibrio de forcas, além das
propriedades geomeétricas das secoes
transversais

Teoria das Estruturas 1: Introduz os
principios basicos da analise estrutural,
focando em estruturas isostaticas.

Mecanica dos Sdlidos 2: Estuda a
resisténcia dos materiais, abordando
tensoes e deformacoes.

Mecanica dos Solidos 3: Estuda flexao,
aplica métodos de energia na analise
estrutural e abordar a instabilidade
elastica.



Introducao

Mais alguns passos em direcéo a analise e projeto de estruturas:

1° semestre: - -
2° semestre: -

3° semestre: Mecanica dos Sélidos 1 ,
4° semestre: Teoria das Estruturas 1

5° semestre: Mecénica dos Sdlidos 2 4

6° semestre: Mecanica dos Solidos 3 '
7° semestre: Teoria das Estruturas 2

Estruturas de Concreto 1

Estruturas de Aco
8° semestre: Estruturas de Concreto 2
Estruturas de Madeira |
9° semestre: Fundacgdes 2 l ’
10° semestre: -

Teoria das Estruturas 2: Foca na analise de estruturas
reticulares  hiperestaticas  usando  métodos  dos
deslocamentos e das forcas.



Teoria das Estruturas 2

A disciplina aborda os métodos basicos da analise Estrutural:

O objetivo é a determinacao
de esforcos Internos e externos
(resultantes e reacOes de
apolo), das tensOes, dos
deslocamentos e deformacoes
da estrutura reticular
hiperestatica que esta sendo
projetada.
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Teoria das Estruturas 2

OBIJETIVOS:

» Determinar os DESLOCAMENTOS;
> Determinar as REACOES DE APOIO;
» Determinar os ESFORCOS INTERNOS.



Teoria das Estruturas 2

As estruturas que nao podem ter seus esforcos determinados
apenas pelas condicoes de equilibrio sao chamadas de
Estruturas Hiperestaticas:
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Figura 2.17 — Quadros isostatico (a) e hiperestatico (b), configuragées deformadas, reagdes de apoio e
diagramas de momentos fletores.1



Teoria das Estruturas 2

» Uma estrutura hiperestatica os vinculos excedentes podem
induzir uma seguranca adicional;

» Porém, um movimento de apoio pode induzir deformacdes
nas barras da estrutura, provocando esforcos.

(a) (b)

Figura 2.20 — Recalque de apoio em viga isostatica e em viga hiperestatica.



Teoria das Estruturas 2

Métodos de

Analise de

Estruturas Hiperestaticas

Estruturas hiperestaticas sao estruturas que tém mais
restricoes do que as necessarias para o equilibrio estatico.
Essas estruturas sdao mais complexas de analisar, exigindo
métodos especificos para determinar os esforcos internos e

os deslocamentos.

Método das Forgas

O método das forcas se baseia
na introducdo de forcas
ficticias para eliminar os graus
de liberdade redundantes da
estrutura.

Método dos Deslocamentos

Deslocamentos
O método dos deslocamentos
se baseia na determinacao dos
deslocamentos nodais da
estrutura, levando em conta a
rigidez dos elementos

estruturais.

Fictifious forces

Nodal disprnnts



1. CONCEITOS IMPORTANTES



O que é Estrutura?
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O que é Estrutura?
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E a parte ou o conjunto das partes de uma
construcao que se destina a resistir a cargas e
transmiti-las ao solo.



A Geometria dos Elementos Estruturais

BARRAS OU FIOS:
Sao elementos estruturais que apresentam uma de
suas dimensoes predominando sobre as outras duas.

v..




A Geometria dos Elementos Estruturais

FOLHAS:
Sao elementos estruturais que apresentam duas de

suas dimensoes predominando sobre a terceira.
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A Geometria dos Elementos Estruturais

BLOCOS:
Sdo elementos estruturais que apresentam as trés

dlmensoes na mesma ordem de grandeza.
- BLOCO DE

.‘;-"* P CONTRAFORTE DE
SR UMA BARRAGE

BLOCO DE
FUNDAGAO



Tipos de Solicitacoes
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Diagrama de corpo livre ilustrando as tensoes internas e os esforgos internos normais.



Hipoteses Basicas/Simplificadoras

member

Roof Truss

support - )

' /.’ IDEALIZATION &
Jjomnt DISCRETIZATION
Physical Model Mathematical and Discrete Model
y |
|
........................................................................ |

T e T LTSRN P <
|

N - - Atricar i
> estruturas reticuladas: e Llnearlda~de geométrica: (Pequenas!
| 1 deformacodes e pequenos !
. > estaticamente  indeterminadas: | |  deslocamentos) ;
. Hiperestéaticas; N . . . L i
i i » Linearidade fisica: (Relacédo linear i
| o i
I | |

. » cargas estaticas; entre tenséo e deformacéao)



2. Introducao a Analise Estrutural



Analise Estrutural

» A Modelagem Estrutural é a etapa do projeto estrutural na qual €
feita uma previsao do comportamento da estrutura.

e

Estrutura Modelo Modelo Modelo
Real | Estrutural | | Discreto | | Computacional

Figura 1.1 — Quatro niveis de abstragdo para uma estrutura na analise estrutural.

Estrutura Real Modelo Estrutural

e 3§

Figura 1.2 — Estrutura real e o seu modelo estrutural.



Analise Estrutural

O modelo Estrutural: Representa matematicamente a estrutura.

Estrutura Real Modelo Estrutural

S I it

4 A

Figura 1.2 — Estrutura real e o seu modelo estrutural.

Esse modelo incorpora teorias e hipoteses sobre 0 comportamento da estrutura
sob diversas solicitacOes, baseadas em leis fisicas como equilibrio de forgas,
relacOes de compatibilidade (e = d/L) entre deslocamentos e deformacoes, e leis

constitutivas dos materiais (lei de hooke).



Analise Estrutural

Relacoes de Compatibilidade: condicOes que garantem que O0S
deslocamentos e deformacdes em uma estrutura sejam consistentes e
continuos, sem rupturas ou sobreposicoes (€ = d/L);

Leis constitutivas dos materiais: Expressa a relacao entre tensoes e

deformacoes (lei de Hooke).
Estrutura Real Modelo Estrutural

Figura 1.2 — Estrutura real e o seu modelo estrutural.



Analise Estrutural

O modelo Estrutural: Representa matematicamente a estrutura.

Estrutura Real Modelo Estrutural

= I it

A A

.

Hipoteses considerada no modelo: ¢ = d/L; lei de
Hooke; carga permanente, carga variavel; condi¢Oes de
apolo: segundo género; etc.



Analise Estrutural

Atencao: Embora a concepcao do modelo estrutural seja
Importante na analise estrutural, ndo e objetivo da disciplina abordar
esse assunto. Na disciplina, o modelo estrutural completo vai ser
sempre fornecido para a analise.

Estrutura Real Modelo Estrutural

Esses assuntos, em geral, sdo abordados em disciplinas que tratam
das etapas de dimensionamento e detalhamento dentro do projeto
estrutural (Estruturas de Aco, Concreto ou Madeira).



Analise Estrutural

Figura 2.1: Conceito de area de influéncia: (a) laje quadrada, todas as vigas de borda suportam uma &rea triangular; (b) duas vigas de borda

dividem a carga igualmente; (c) carga em uma largura de 1 pé da laje da Figura b.

I I — I I —
area de
influéncia
davigaBl | — Bl
| viga L
L BI| laje B
v
"‘45“’ T
2 i 1
A I I B I I
L L -;‘ 5 el & 4,‘
| | 2 2
(D)
wL w




Analise Estrutural

Estrutura Modelo Modelo Modelo
Real | Estrutural | | Discreto | *| Computacional

V3

Figura 1.1 — Quatro niveis de abstracdo para uma£strutura na analise estrutural.

O Modelo Discreto: o comportamento do modelo estrutural €
substituido por um comportamento discreto (superposicao de
solucdes), em que solucOes subdivididas (discretizacao).



Analise Estrutural

O Modelo Discreto: o comportamento do modelo estrutural é substituido por um

comportamento discreto (superposicdo de solucbes), onde o problema é
subdividido (discretizacao).

(amplificada de forma exagerada)
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Figura 1.3 — Superposicio de solucdes basicas no Método das Forgas




Analise Estrutural

Na solucdo pelo Metodo dos Deslocamentos para estruturas
reticuladas, a solucdo discreta é representada por valores de
deslocamentos e rotacdes nos nos (deslocabilidades).

(amplificada de forma exagerada)
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Figura 1.4 — Parametros nodais utilizados na discretizagcao pelo Método dos Deslocamentos.



Analise Estrutural

No caso de estruturas continuas (nao reticulares), o metodo
comumente utilizado na analise estrutural € uma formulacdo em
deslocamentos do Método dos Elementos Finitos.
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Figura 1.5 — Discretizacao pelo Método dos Elementos Finitos para uma estrutura continua.

>
|

Os Elementos finitos (usualmente triangulos ou
quadrilateros), formando uma malha onde os deslocamentos
sdo calculados nos nds. A malha simplifica a idealizacéo
matematica, resultando em uma aproximacao da solucéo real.



Analise Estrutural

Estrutura Modelo Modelo Modelo
Real | Estrutural | | Discreto | *| Computacional

Figura 1.1 — Quatro niveis de abstracdo para uma estrutura na analise

A analise de estruturas pode ser vista atualmente como uma
simulacdo computacional do comportamento de estruturas.

ATENCAO: ndo se concebe atualmente executar as tarefas de
analise estrutural, mesmo para o caso de estruturas reticuladas, sem o
uso de uma ferramenta computacional (por exemplo ftool).



Analise Estrutural

Estrutura Modelo Modelo Modelo
Real | Estrutural | | Discreto | *| Computacional

Figura 1.1 — Quatro niveis de abstracdo para uma estrutura na analise

O Metodo dos Elementos Finitos abordam a implementacao
computacional do Meétodo da Rigidez Direta (Método dos
Deslocamentos direcionado para uma Implementacao
computacional).

ATENCAO: O Método das Forcas tem uma metodologia que ndo é
conveniente para ser implementada computacionalmente.



2.1. Classificacao de modelos de
estruturas reticuladas



Teoria das Estruturas 2

A disciplina descreve o comportamento de
estruturas bidimensionais reticuladas
hiperestaticas:

Estruturas reticuladas sdao formadas por barras, elementos estruturais com um
eixo claramente definido. Essas estruturas sdo usadas em uma variedade de
aplicacoes, incluindo coberturas e estruturas de edificios.

1 Treligas

Trelicas sao estruturas com barras articuladas em suas
extremidades, usadas em pontes e coberturas.

p) Porticos

Pérticos sao estruturas planas ou espaciais que usam
colunas e vigas para suportar cargas, frequentemente
usadas em edificios.

3 Grelhas

Grelhas sao estruturas planas que suportam cargas fora do
plano, usadas em lajes e pisos.

Mesmo em casos de estruturas nas quais nem todos os elementos estruturais
podem ser considerados como barras (como é o caso de edificios de concreto
armado), € comum analisar o comportamento global ou parcial da estrutura
utilizando-se um modelo de barras.




Classificacao de Modelos

» Quadros Planos:

x Q

A- D M M T
T 1 :;_E—I_LI: 5_91 ;
= = —

A%E ':F\\%_________-éé : ;’5 l N
'.' 0. ',' Q
:: Y —— Qé
i X Ay 7777 N

Esforcos internos séo integrais de tensdes ao longo
de uma secdo transversal de uma barra.

A" — deslocamento na direcdo do eixo global X; » quadros planos é que ndo existem

4’ — deslocamento na dire¢ao do eixo global Y; deslocamentos na direcao Z.

6* — rotacdo em torno do eixo global Z. > As I_lga@ﬁes entre ?‘S barr_as sao
consideradas perfeitas (ligacoes
rigidas)



Classificacao de Modelos

» Trelicas:

Figura 2.3 — Eixos globais, cargas, reac¢des e esfor¢o interno normal de uma treliga plana.

» LigacOes Articuladas (as barras podem

girar independentemente nas ligacoes).

» esforcos cortantes e momentos fletores sao

pequenos
normais.

em

relacao

aos

esforgos

> A hipotese de ligacbes articuladas
e uma simplificacdo para o
comportamento de uma trelica,
pois muitas vezes nao existem
articulacdes nos nos.



Classificacao de Modelos

> Grelhas:

g}f

0"
Tabela 2.1 - Comparagao entre quadro plano e grelha.
Quadro Plano Grelha
Deslocamento em X A A =0
Deslocamento em Y A A =0
Deslocamento em Z A =0 A
Rotacdao em torno de X 0" =0 6*
Rotacdo em torno de Y 6Y =0 6Y
Rotacao em torno de Z 6 6 =0
Esfor¢o normal N =N* (x local) N=0
Esforco cortante Q=0Q" (ylocal) Q=07 (zlocal)
Momento fletor M =M? (zlocal) M=M" (ylocal)
Momento torgor T=0 T=T" (xlocal)




Hipoteses Basicas/Simplificadoras

A maioria das estruturas tridimensionais, normalmente pode
ser simplificada a analise da estrutura real, subdividindo-a
em subsistemas bidimensionais menores.




2.2. Condicoes basicas da analise
estrutural



Condicoes basicas: Exemplo Simples

» 2.2.1. Condicoes de equilibrio: Considera a geometria original
(indeformada) da estrutura (pequenas deformacoes/deslocamentos: Chamada
analise de 12 Ordem).

» Hiperestatico:

 Necessita de outras
condicoes

* Requer a resolucao
de um sistema de
quatro equacoOes a
quatro incognitas.

P

Figura 2.7 — Estrutura com trés barras articuladas.

>F, =0—>N;+2-N,-cos@=DP



Condicoes basicas: Exemplo Simples

» 2.2.2. CondigcOes de compatibilidade entre deslocamentos e

deformacaoes: condigbes geométricas que devem ser satisfeitas para garantir
que a estrutura, ao se deformar, permaneca continua (sem vazios ou
sobreposicédo de pontos) e compativel com seus vinculos externos.

\!-if ]

Figura 2.8 — Configuragéo deformada da estrutura com trés barras articuladas.




Condicoes basicas: Exemplo Simples

» 2.2.2. CondigcOes de compatibilidade entre deslocamentos e
deformacoes:

b \m;" di =D,

—
]
LI o
—

\!-if ]

Figura 2.8 — Configuragdo deformada da estrutura com trés barras articuladas.

As condicOes de compatibilidade devem garantir que: as trés barras
permanecam ligadas. Considerando pequenos deslocamentos, o
angulo entre as barras apos a deformacao da estrutura néo se altera.



Condicoes basicas: Exemplo Simples

Figura 2.8 — Configurac@o deformada da estrutura com trés barras articuladas.

D, — deslocamento vertical do né inferior;
d, — alongamento da barra vertical;
d, — alongamento das barras inclinadas.

Isto resulta na seguinte equacao de compatibilidade entre os alongamentos das
barras:

d, =d,-cos@ . (2.2)



Condicoes basicas: Exemplo Simples

> 2.2.3. Leis constitutivas dos materiais: modelo matematico do
comportamento dos materiais, expresso por um conjunto de relacoes
matematicas entre tensdes e deformacoes.

A lei constitutiva que relaciona tensdes normais e deformacdes normais é a
conhecida Lei de Hooke.

Ny _pdi
A [
o, =Ee,,
N, _
A /059



Condicoes basicas: Exemplo Simples

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
Leis constitutivas Cond. Compatibilidade Eq. Equilibrio

A l ’ . - —_—
o, =LEg, ED:l d, =d,; -cosO EDJ N;+2-N,-cos@ =P

METODOLOGIA PARA SOLUCAO

Método das Método dos
Forcas Deslocamentos

L L L L s e e e e e e e e e e e e e e s e



Metodologias para a solucao de
estruturas hiperestaticas:

Método das Forgcas X Método dos
Deslocamentos



Método das Forgas



Método das Forcas

» No chamado Meétodo das Forcas as incognitas principais do
problema sdo forcas e momentos (ReacOes de apoio/Esforcos).

'

P

Figura 2.7 — Estrutura com trés barras articuladas.



Método das Forcas

» No chamado Meétodo das Forcas as incognitas principais do
problema sdo forcas e momentos.

2° Leis constitutivas 30 Compatlbllldade

dz =d, -cos@

_—— O - o e e s . o - -



Método das Forcas

» No chamado Meétodo das Forcas as incognitas principais do
problema sdo forcas e momentos.

1° Eq. Equilibrio 2° Lels constitutivas 3° Compatibilidade,
N2 em Fung¢do de N1 d1l e d2 em fungdo de N1 e N2 p |

I

1+2-(cos@)” |

[ [ Pl I
+ 3 . N.l = 3 |
EA 2.EA-(cos@) 2-EA-(cos@) N P-(cos@)* |
2 I

I

1+2-(cos6)®

_ P-N,
2-cosé@




Método das Forcas

» No chamado Meétodo das Forcas as incognitas principais do
problema sdo forcas e momentos.

1° Eq. Equilibrio 2° Lels constitutivas 3° Compatibilidade,
N2 em Fung¢do de N1 d1l e d2 em fungdo de N1 e N2 p I

I

1+2-(cosf)” |

[ [ Pl I
+ ~ N, = - |
EA 2.EA-(cos@) 2-EA-(cos@) N P-(cos8)* |
2 I

|

_ P-N,
2-cosé@

1+2-(cos6)®

: INVIAVEL PARA PROBLEMAS COMPLEXOS: :
: A metodologia adotada na pratica faz uma parametrizacao :
: (discretizacao) :



Método das Forcas

I
A ideia basica é tornar a estrutura indeterminada em uma :
estrutura determinadamente estavel, removendo restrigoes, como |
I

I

apolos ou barras, que tornam a estrutura indeterminada.

Sistema Principal (SP)
(0)

Figura 2.9 — Superposi¢ao de solugdes basicas do Método das Forgas.



Método das Forcas

|
Em resumo, o Método das Forcas transforma estruturas :
Indeterminadas em determinadas e usa equacoes de compatibilidade |
para encontrar as forcas desconhecidas. :

Sistema Principal (SP)
"2 Caso (0)

\ w
L Y L Y i Y
C — —

i Rp0=wL T 4
A Ozw_
Avs At " 1 oosH
o = —=1%=0 o
M, T
R,
3
| T A, =KoL
B - M,z =XzL 3EI
B
\ lRAB:XB f_..--‘_l‘




Método das Forcas

A metodologia de calculo do
determina o valor que o
hiperestatico deve ter para
recompor 0 vinculo
eliminado no SP.

Figura 2.9 — Superposigéo de soluges basicas do Método das Forgas.



Método das Forcas

Essa condicdo pode  ser
expressa matematicamente por
uma equacao de
compatibilidade que superpode
os deslocamentos no vinculo
eliminado de cada caso basico:

Figura 2.9 — Superposigéo de soluges basicas do Método das Forgas.

510 +511 . Xl = 0 . (2.9)

Nessa equacao:
0,9 — termo de carga: deslocamento vertical no ponto do vinculo eliminado no
caso (0);

0,1 — coeficiente de flexibilidade: deslocamento vertical no ponto do vinculo elimina-
do devido a um valor unitario do hiperestatico aplicado isoladamente.



Método das Forcas

Essa metodologia sera formalizada detalhadamente mais a frente. A
metodologia esta baseada na validade do Principio da Superposicao
de Efeitos e serve para resolver qualquer estrutura hiperestatica
reticulada com comportamento linear.

510 +511 . Xl = 0 . (2.9)
Nessa equacao:

0,9 — termo de carga: deslocamento vertical no ponto do vinculo eliminado no
caso (0);

0,1 — coeficiente de flexibilidade: deslocamento vertical no ponto do vinculo elimina-
do devido a um valor unitario do hiperestatico aplicado isoladamente.



Método dos Deslocamentos



Método dos Deslocamentos

» Nesse método as incognitas principais do problema sdo
deslocamentos e rotacgoes.

Sequéncia de introducao das condicdes basicas do problema

1° Compatibilidade  2° Lels constitutivas 3° Eg. Equilibrio

d, =d-cos@ . »0' =Le,, »N1+2 N, - COSQ—P
N2_ 2
A

|

|

|

/ '
059 I

|




Método dos Deslocamentos

» Nesse método as incognitas principais do problema sdo
deslocamentos e rotacgoes.

Sequéncia de introducao das condicdes basicas do problema

1° Compatibilidade  2° Lels constitutivas 3° Eg. Equilibrio

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: N2 — 2
|
|
s
l
|
|
l
|
|

A metodologia adotada na pratica faz uma parametrizacao
(discretizacao)

- L
INVIAVEL PARAPROBLEMAS COMPLEXQOS: :



Método dos Deslocamentos

: As variaveis sdo os parametros que definem completamentea !
| configuracdo deformada da estrutura, que sdao chamados de |
| deslocabilidades. !



Método dos Deslocamentos

I
| Para o exemplo, devido a simetria da estrutura, esta sendo :
. considerado que o nd inferior ndo se desloca lateralmente. Portanto,
I V4 - = g V4 -

| sO existe uma deslocabilidade, que é o deslocamento vertical. |

Sistema Hipergeomeétrico (SH)
Caso (0)

JCD1

Figura 2.10 — Superposicao de solucdes basicas do Método dos Deslocamentos.



Método dos Deslocamentos

Essa condicdo pode  ser
expressa matematicamente por
uma equacao de Equilibrio que
superpde as reacOes nNo apoio
ficticio do SH de cada caso
basico:

\ ’ \
s ’ s ’

A 4 Al ’
Ay ¥ Natz

- N -~
-L

P ﬁl@T -

v Kn

Figura 2.10 — Superposigdo de solugdes basicas do Método dos Deslocamentos.

Pro+Ky-Dy =0. (2.11)

Nessa equacao:

By — termo de carga: forca (reacdo) vertical no apoio ficticio do caso (0);

K1 — coeficiente de rigidez: torca vertical no apoio ficticio do SH necesséaria para
impor uma configuracao deformada tal que a deslocabilidade D; tenha um

valor unitéario.



Método dos Deslocamentos

Passo 1: Deslocabilidades e
Sistema  Hipergeométrico
(SH);

PASSO 2: Restabelecimento
das condicoes de equilibrio;

o —

PASSO 3: Determinacao dos
esforcos internos.



Método dos Deslocamentos

No exemplo em estudo, existem g = 3 deslocabilidades,
conseguentemente existirdo g + 1 = 4 casos basicos — casos (0), (1),
(2) e (3) — conforme descrito a seguir.

—

S kN/m
[TTTITITTTIY 15K \

r »

D D

LT

|
i

}-e Im == 6 m —>‘ Figura 6.4 - Sistema Hipergeometrico da estrutura da Figura 6.3.




Método dos Deslocamentos

(i) — Caso (0): Solicitagao externa (carregamento)

O caso basico (0) isola o efeito da solicitacao externa (carregamento
aplicado) no SH.

By = +15 KNm 5 /m
T A ““l}
Bro=0| VA Ei 15 KNm
Tﬁm =+15kN| £

Figura 6.5 — Solicitagdo externa isolada no SH da estrutura da Figura 6.3.

Nesse caso, as forcas e os momentos que aparecem nos apoios ficticios do SH sao
chamados de termos de carga B,,.

Um termo de carga é o valor da reacdao no apoio ficticio associado a

deslocabilidade D.. s



Método dos Deslocamentos

(ii) — Caso (1): Deslocabilidade D1 isolada no SH

Mantém nulos os valores das deslocabilidades D2 e D3. Conforme
indicado nessa figura, considera-se um valor unitario para D1.

D=1

0 ATNK 24000.0
—piry “——
BN
L

#
F ===

Ky, =+35252,7 kN/m

1604 Ky, =+2764,8 KNm/m

Figura 6.6 — Deslocabilidade D, isolada no SH da estrutura da Figura 6.3.

As forcas e momentos que aparecem nos apoios ficticios do SH quando é imposta
uma configuracao onde D1 = 1 sdao chamados de coeficientes de rigidez globais Kij.



Método dos Deslocamentos

(iii) — Caso (2): Deslocabilidade D2 isolada no SH

x D>

K,, =+19729,7 kN/m
K4, =4326,4 kNm/m

Figura 6.7 — Deslocabilidade D, isolada no SH da estrutura da Figura 6.3.

(iv) — Caso (3): Deslocabilidade D3 isolada no SH

xDj

Ky; =+2764,8 kN/rad
Ky, =+326,4 kN/rad
Ky, =+21120,0 kNm/rad

Figura 6.8 — Deslocabilidade D isolada no SH da estrutura da Figura 6.3.




Método dos Deslocamentos

(v) - Restabelecimento das condi¢coes de equilibrio sem o apoio ficticio
do SH

Utiliza-se a superposicao dos casos para restabelecer as condicOes de
equilibrio do no. A resultante de forcas e momentos externos neste no
deve ser nula, tal como feito a seguir.

. Somatdrio das forcas externas horizontais que atuam no nd interior:
Pro +KuDy +KppD) +Ky3D3 =0

. Somatorio das forcas externas verticais que atuam no nd interior:
oo + KDy +KpDs + KDy =0

. Somatorio dos momentos externos que atuam no no interior:

Py + Ky Dy +K3pD, +Ky3D3 =0



Método dos Deslocamentos

(v) - Restabelecimento das condi¢coes de equilibrio sem o apoio ficticio
do SH.

3 [ =

(B1o + KDy +KpoDy +Ky3D5 =0 Bl [Ka Ks Kal|lBi] [0
1 Bag + KDy + KDy +Ky3D3 =0 =B (+|Ku Kyp Ky [Dyr=10¢
B30 +K31D1 +K3,D; +K33D5 =0 Bxn) [Kn Ky Ky ||D;) |0

No caso geral de uma estrutura com n deslocabilidades, pode-se escrever:
B j+ KD} ={0}.
Sendo:

{B,} = vetor dos termos de carga;
|K]— matriz de rigidez global;

{D} — vetor das deslocabilidades.

D1 =+0,45.103 m; D2 =-1,05.10"3 m; D3 =-10,75.10-3 rad.



Método dos Deslocamentos

Essa metodologia sera formalizada detalhadamente mais a frente. A
metodologia também esta baseada na validade do Principio da
Superposicao de Efeitos e serve para resolver qualquer estrutura
hiperestatica reticulada com comportamento linear.



Comparacao

Método das Forcas

Método dos Deslocamentos

Idéia bdsica:

Determinar, dentro do conjunto de so-
lucbes em forcas que satisfazem as
condicoes de equilibrio, qual a solugao
que faz com que as condi¢oes de com-
patibilidade também sejam satisfeitas.

Metodologia:

Superpor uma série de solucdes estati-
camente determinadas (isostédticas) que
satisfazem as condicoes de equilibrio da
estrutura para obter uma solucdo final
que também satisfaz as condicoes de
compatibilidade.

Incégnitas:

Hiperestaticos: forcas e momentos asso-
ciados a vinculos excedentes a determi-
nacdo estatica da estrutura.

Niimero de incognitas:
E o namero de incognitas excedentes
das equacoes de equilibrio, denominado
grau de hiperestaticidade.

Idéia badsica:

Determinar, dentro do conjunto de so-
lucdes em deslocamentos que satisfa-
zem as condicoes de compatibilidade,
qual a solucao que faz com que as con-
di¢oes de equilibrio também sejam satis-
feitas.

Metodologia:

Superpor uma série de solugdes cinema-
ticamente determinadas (configuracoes
deformadas conhecidas) que satisfazem
as condicoes de compatibilidade da es-
trutura para obter uma solugdo final
que também satisfaz as condicdes de
equilibrio.

Incognitas:

Deslocabilidades: componentes de des-
locamentos e rotagoes nodais que defi-
nem a configuracdo deformada da es-
trutura.

Niimero de incégnitas:

E o namero de incégnitas excedentes
das equacoes de compatibilidade, de-
nominado grau de hipergeometria.




Comparacao

Estrutura auxiliar utilizada nas solu-
cdes bdsicas:

Sistema Principal (SP): estrutura estati-
camente determinada (isostdtica) obtida
da estrutura original pela eliminacao
dos vinculos excedentes associados aos
hiperestaticos. Essa estrutura auxiliar
viola condi¢cdes de compatibilidade da
estrutura original.

Equacdes finais:
Sao equagdes de compatibilidade ex-
pressas em termos dos hiperestaticos.
Essas equacdes recompdem as condi-
coes de compatibilidade violadas nas
solucoes basicas.

Termos de carga das equacdes finais:
Deslocamentos e rotacdes nos pontos
dos vinculos liberados no SP devidos a
solicitacdo externa (carregamento).

Coeficientes das equacdes finais:
Coeficientes de flexibilidade: desloca-
mentos e rotacdes nos pontos dos vincu-
los liberados no SP devidos a hiperesta-
ticos com valores unitdrios atuando iso-
ladamente.

Estrutura auxiliar utilizada nas solu-
coes bisicas:

Sistema Hipergeométrico (SH): estrutu-
ra cinematicamente determinada (estru-
tura com configuracao deformada co-
nhecida) obtida da estrutura original
pela adicao dos vinculos necessarios
para impedir as deslocabilidades. Essa
estrutura auxiliar viola condicoes de
equilibrio da estrutura original.

Equacdes finais:

Sdo equagoes de equilibrio expressas em
termos das deslocabilidades. Essas e-
quacoes recompoem as condicoes de
equilibrio violadas nas solucdes basicas.

Termos de carga das equagdes finais:
Forcas e momentos (reagoes) nos vincu-
los adicionados no SH devidos a solici-
tacao externa (carregamento)

Coeficientes das equacdes finais:
Coeficientes de rigidez: forcas e mo-
mentos nos vinculos adicionados no SH
para impor configuracdes deformadas
com deslocabilidades isoladas com va-
lores unitarios.




Analise Estrutural

Atencao: Para que se possa utilizar o principio da superposicio de
efeitos € necessario que a estrutura tenha um comportamento
elastico-linear e pequenos deslocamentos.

N T e ‘

4 4

| B le

\ g T jé
P, PP

N ] l l

-
Semman
————
-

Figura 2.11 — Combinacao linear de duas forcas e os correspondentes deslocamentos.



Determinacao do Grau de
Hiperestaticidade



Grau de Hiperestaticidade

Atencao: O grau de hiperestaticidade (g) pode ser definido da
seguinte maneira:

g = (n °de incognitas do problema estatico) - (n °de equacodes de equilibrio).



Grau de Hiperestaticidade

Atencao: O grau de hiperestaticidade (g) pode ser definido da
seguinte maneira:

g = (n °de incognitas do problema estatico) - (n °de equacodes de equilibrio).

As incognitas do problema dependem dos
apoios da estrutura, da existéncia de

I

I

I

| 1V Vv
rétulas e da existéncia de ciclos fechados | @
(aqui chamados de anéis). Cada anel de |

I

|

um quadro plano aumenta em trés
unidades o grau de hiperestaticidade.

®)



Grau de Hiperestaticidade

Atencao: O grau de hiperestaticidade (g) pode ser definido da
seguinte maneira:

Apesar de ser possivel determinar as i
reacoes de apoio do quadro da utilizando |
apenas equacbes de equilibrio, ndo é |
possivel determinar os esforgos internos |
nas barras da estrutura s6 com base em |
equilibrio. :

Ha

A
VA VB -1

'Isto porque ao se seccionar a
 estrutura em qualquer secao de
uma barra ndo se divide a

'estrutura em duas porgoes!

M‘N M

(b)



Grau de Hiperestaticidade

Atencao: O grau de hiperestaticidade (g) pode ser definido da
seguinte maneira:

g = (n °de incognitas do problema estatico) - (n °de equacodes de equilibrio).

1

(n °de componentes de reacio de apoio) +
3 - (n°de anéis).

®)



Grau de Hiperestaticidade

Atencao: O grau de hiperestaticidade (g) pode ser definido da
seguinte maneira:

g = (n °de incognitas do problema estatico) - (n °de equacoes de equilibrio).

1

(n °de componentes de reacio de apoio) +
3 - (n°de anéis).

\4

(3 equacoes do equilibrio global) +
(n °de equacgoes vindas de articulacgoes internas).



Grau de Hiperestaticidade

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n°de equacoes vindas de articulagoes internas)].

£ ()
p— -

(@)

A AN AN A A A A
(@) (b) ©)

Figura 2.22 — Pdérticos planos com articulacdes internas:
(a) rotula simples (duas barras convergindo na articulagio);
(b) rétula com trés barras convergindo;
(c) n6 com trés barras convergindo, mas apenas uma barra articulada.



Grau de Hiperestaticidade

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n°de equacoes vindas de articulagoes internas)].

Barras chegando na Rotula
barra (1) . barra (2)

p—

A AN

(a)
n° de componentes de reacao de apoio = 4
n° de anéis=0
n° de equacdes vindas de articulacbes = n° barras na rotula-1 =1



Grau de Hiperestaticidade

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n°de equacoes vindas de articulagoes internas)].

—

Barras chegando na Rotula
barra (1) . barra (2)
g=[4+3.(0)] - [3+(1)]
—
g=0
A A ISOSTATICA
(a)

/

n° de componentes de reacao de apoio =4
n° de anéis=0
n° de equacdes vindas de articulacbes = n° barras na rotula-1 =1



Grau de Hiperestaticidade

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n°de equacoes vindas de articulagoes internas)].

Barras chegando na Rotula
barra (1) - barra (2)
-

barra (3)

A A VA

(b)
n° de componentes de reacao de apoio =6
n° de anéis=0
n° de equacdes vindas de articulacbes = n° barras na rotula -1 = 2



Grau de Hiperestaticidade

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n°de equacoes vindas de articulagoes internas)].

—

Barras chegando na Rotula
barra (1) - barra (2)
-

barra (3)

A A VA

—

(b)
n° de componentes de reacao de apoio =6

n° de anéis=0

9

=[6+3.(0)] - [3+ (2)]
g=1

HIPERESTATICA

n° de equacdes vindas de articulacbes = n° barras na rotula -1 = 2



Grau de Hiperestaticidade

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n°de equacoes vindas de articulagoes internas)].

Barras chegando na Rotula

’_\barra (1)

bt

Nao articulada
barra (2)

P

o s

(c)
n° de componentes de reacao de apoio =6
n° de anéis=0
n° de equacdes vindas de articulacbes = n° barras na rotula-1 =1



Grau de Hiperestaticidade

g = [(n°de componentes de reacdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n°de equacoes vindas de articulagoes internas)].

—

Barras chegando na Rotula

 barra (1) g=[6+3.(0]-[3+(1)]

—

bt

g=2

Nao articulada
barra (2)

P

AN HIPERESTATICA

(c) B

n° de componentes de reacao de apoio =6

vas

n° de anéis=0
n° de equacdes vindas de articulacbes = n° barras na rotula-1 =1



Grau de Hiperestaticidade

Exemplos de calculo do grau deﬁhiperestacidade:

g=[@)+3M]-B+M]=2

(a)

g=[@+3M]-B+M]=3

(b)

(c) g=[B)+3M)] -+ (1+2)]=2
3 7777 é h
2
g = [(n°de componentes de reacgio de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -

[ 3 + (n°de equagdes vindas de articulagoes internas)].



Grau de Hiperestaticidade

Exemplos de calculo do grau de hiperestacidade:

o

(@ g=[®)+3Q)]-[B+(1+2)] =4

) 2 7\

"
p—
(©) R 1 |g=1@)+3@)]-[3+ @+1+1)]=0
2 7@7 AN
g = [(n°de componentes de reagdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -

[ 3 + (n °de equacoes vindas de articulagoes internas)].



Grau de Hiperestaticidade

Atencdo: para grelhas, ndo ha distincdo quanto ao numero de
componentes de reacao entre os apoios do 1° e do 2° género, posto
que em grelhas so existem reacoes forca na direcédo Z.

y
'VA\,/I\A VB$

/Z
wa $=1@)+30)]-B+©O)]-1

Figura 2.24 — Exemplo de determinag¢do do grau de hiperestaticidade de grelha.

g = [(n°de componentes de reagdo de apoio) + 3 - (n °de anéis)] -
[ 3 + (n °de equacoes vindas de articulagoes internas)].



3. Tracado do diagrama de momentos
fletores



diagrama de momentos fletores

Para realizar os metodos de analise tratados na
disciplina é necessario um conhecimento adequado
do tracado de diagramas de esforcos internos.



diagrama de momentos fletores

Para realizar os metodos de analise tratados na disciplina €
necessario um conhecimento adequado do tracado de diagramas de
esforcos internos.

Aqui apenas sao salientados alguns aspectos
Importantes no tracado do diagrama de momentos
fletores.



diagrama de momentos fletores

Para realizar os metodos de analise tratados na disciplina €
necessario um conhecimento adequado do tracado de diagramas de
esforcos internos.

Aqui apenas sao salientados alguns aspectos importantes no tracado
do diagrama de momentos fletores.

A convencao adotada é que o diagrama € tracado
sempre do lado da fibra tracionada da barra.



diagrama de momentos fletores

Para realizar os metodos de analise tratados na disciplina €
necessario um conhecimento adequado do tracado de diagramas de
esforcos internos.

Aqui apenas sao salientados alguns aspectos importantes no tracado
do diagrama de momentos fletores.

A convencao adotada € que o diagrama é tracado sempre do lado da
fibra tracionada da barra.

O tracado é feito por superposicao de efeitos em
cada barra, sempre partindo dos valores dos
momentos fletores nas extremidades da barra.



diagrama de momentos fletores

Considere, como exemplo, a viga biapoiada com
balancos mostrada na Figura.

921 24 KN/m El
VLUV
AN L
| 4m 1 6m ———=t=2m=
z4 5% &
# : p

N
~J
/m
'_P-T'-‘
Z
P};
A
e
///

54.75
Figura 4.1 — Viga biapoiada com balangos.



diagrama de momentos fletores

Considere, como exemplo, a viga biapoiada com
balancos mostrada na Figura.

z z Revisar estudo em video sobre
© 24 kN/m © i
' (TN | diagramas
| 4 m 7%7 6 m ——=f=2m=] s—4m —=f<——6m ——=<2m>]
Eﬁ 5% gl 72 @ [KNm] gl

@ [KN] 24 kN/m
18 LWWLLILLLLLLLLL
-18 \_ 108
@ [kNm] 72

- (M) IKNm] &
% @ [KNm] 36 /j\ 108! /3|6\
AN \_J_/ AN 54.75

5455 Figura 4.2 — Superposigéo de efeitos para compor o diagrama de momentos fletores da Figura 4.1.

Figura 4.1 — Viga biapoiada com balangos.




diagrama de momentos fletores

Outros exemplos:

iguais\ 2% K/
LLUJQLIJQLLLLLLLLUJJ iguais
\ﬁ "N e e/
o 54.75
K Atea
jTEL @ [KNm] g
18 kN
o ——

Figura 4.3 — Tragado de diagrama de momentos fletores em um poértico plano.



diagrama de momentos fletores

Outros exemplos:

1 p p

NP N

< : SRV 7 SRS/ SN o iy A

Figura 4.4 — Diagramas de momentos fletores para vigas biapoiadas.




diagrama de momentos fletores

Outros exemplos:

72 kKNm 24 KN/m 36 kNm 72 kNm 36 kNm 24 kN/m

LTI AR RRAA R AARN
2 s WA
Q;, - Q % ¥ i

: T
2 [Nm]; &m}m ors
108,

N L A A /Q

/8 72 108

I\@) [KN] . [KN] | l\ kN
yAN \_ VAN VANAN \__

Figura 4.5 — Tragado do diagrama de esforgos cortantes a partir do diagrama de momentos fletores.




diagrama de momentos fletores

 Embora os exemplos utilizados tenham sido

Isostaticos, 0S mesmos procedimentos se
aplicam para estruturas hiperestaticas.

O tracado de diagramas de momentos fletores é
muito  Importante  também  dentro da
metodologia do Método das Forcas!



ATENCAO!

&

0 -

KEEP
CALM

BECAUSE

RAPADURA E DOCE
MAS NAO E MOLE NAO



NUNCA DESISTA

Y Q
B églff_;) Genivo
LUTE!



CONTINUA na Proxima Parte
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