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Exemplo 1

1) O cabo BC de 4 mm de diametro e feito de um aco com
E=200 GPa. Sabendo que a maxima tensao no cabo nao
pode exceder 190 MPa e que o deslocamento do cabo nao

deve exceder 6 mm.

B@

a) Determine a maxima
forca P que pode ser
aplicada.

b) Qual o trabalho
necessario para provocar
esse deslocamento?

c) Qual a energia Interna
armazenada?




Deformacao especifica normal sob
carregamento axial



Deformac¢ao sob carregamento axial

» Considere uma barra homogénea BC, de comprimento L e secao
transversal uniforme de area A, sujeita a uma forca axial centrada P.

» Se atensao atuante o = P/A néo exceder o
limite de proporcionalidade do material,
podemos aplicar a Lel de Hooke:




Deformac¢ao sob carregamento axial

» Considere uma barra homogénea BC, de comprimento L e secao
transversal uniforme de area A, sujeita a uma forca axial centrada P.

> Se atensao atuante o = P/A ndo exceder o

limite de proporcionalidade do material, .
podemos aplicar a Lel de Hooke:
o=Feg ¥
Dai: o P
E = —
£ AE
Como: |
L



Deformac¢ao sob carregamento axial

» Considere uma barra homogénea BC, de comprimento L e secao
transversal uniforme de area A, sujeita a uma forca axial centrada P.

» Se atensao atuante o = P/A néo exceder o
limite de proporcionalidade do material,
podemos aplicar a Lel de Hooke:

o=FE¢
Dai: c P
E = —
E  AE
Como:
g :é Oo=¢-L
L

------------------




Deformac¢ao sob carregamento axial

» \Validade da equacao anterior:
» Barra homogeénea,;
» Secao transversal uniforme de area constante A;
» Carga aplicada nas extremidades da barra.




Deformac¢ao sob carregamento axial

» \Validade da equacao anterior:
» Barra homogeénea,;
» Secao transversal uniforme de area constante A;
» Carga aplicada nas extremidades da barra.

» Se tivermos variacoes de P, A e/ou E ao longo de L, devemos
efetuar o calculo para cada trecho e somar as deformacdes dos
trechos para obter a deformagao total: ~ sowweereeeerreseees:

-
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Deformac¢ao sob carregamento axial

» \Validade da equacao anterior:
» Barra homogeénea,;
» Secao transversal uniforme de area constante A;
» Carga aplicada nas extremidades da barra.

» Se tivermos variacoes de P, A e/ou E ao longo de L, devemos
efetuar o calculo para cada trecho e somar as deformacdes dos
trechos para obter a deformagao total: ~ sowweereeeerreseees:

-
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» No caso mais geral, P, A e/ou E podem variar ao longo do
comprimento da barra. O somatdrio se torna uma integral:

--------------------------------------



Exemplo 2.1 (Beer etal., 2008)

Determine o deslocamento da barra de aco ilustrada abaixo,
submetida as forcas dadas (E = 200GPa).

A = 580 mm? A = 200 mm?
A | B C -
e e |—>
/ \ 150 kN
350 kN 200 kN
- > | >|<— 4()() —
300 mm | 300 mm




Exemplo 2.1 (Beer etal., 2008)

» Determine o deslocamento da barra de aco ilustrada abaixo,
submetida as forcas dadas (E = 200GPa).

B

D

C

I . 'd- b A )
+7-..2..‘_+lt 2 i Dividimos a barra em tres segmentos.
i

LH >

| I ! 150 kN
350 kN | 200kN ! L =L, =300 mm. L; =400 mm.
l | ,
| . | A = A, =580 mm®  4; =200 mm
Py i — g
! 150 kN
e .
P, e —
= 150 kN
200 kN
B C
| | D
Y \ 150 kN
350 kN 200 kN



Exemplo 2.1 (Beer etal., 2008)

» Determine o deslocamento da barra de aco ilustrada abaixo,
submetida as forcas dadas (E = 200GPa).
A | B C

. D Dividi b r os:
-t 3 — 1vidimos a barra em tres segmentos:

Al 150 kN
L =L,=300 mm. L,=400 mm.

|

350 kN ! 200 kN

1
i i | A =4, =580 mm® 4, =200 mm’
I e : .
| ! ‘ 150 kN Para determinar as forcas internas P,, P, €
i . C D P,, passamos se¢Oes transversais pelas tres
| Pﬂ—!;E mN partes da pe¢a e desenhamos o DCL da
[ 2 \ . . ~
| 900 kN parte a direita de cada se(;ab
B C
[ | D \
I’IA o, ¢ e
=7 Ay 150 kN

350 kN 200 kN



Exemplo 2.1 (Beer etal., 2008)

» Determine o deslocamento da barra de aco ilustrada abaixo,
submetida as forcas dadas (E = 200GPa).

A B C
. +7->2<T:+ 3 |:... Das condi¢Oes de equilibrio de cada parte,
350AN | 200kN | temos:

: | | P, =300kN = 300x10°N
i i a 150 kN P, =-50kN = -50x10°N
i ¢ D P, = 150kN = 150x10°N
Py ) e
| a 150 kN
| 200 kN
B C .
! I
|
1‘_‘ jf_.b*-: mN
350 kN 200 kN



Exemplo 2.1 (Beer etal., 2008)

» Determine o deslocamento da barra de aco ilustrada abaixo,
submetida as forcas dadas (E = 200GPa).

] D Aplicand t
. T’-.'f‘ﬁ 3 mN piicando a equa(;ao dan eI'IOI'
3501N [ 200kN 1(RL_PRL PL
i | i 4E CE\ 4 4 4
| | Py
; o soky 1 [(300x300) (-50x300) (150x400)
i _C D T 200|580 580 200
Py ) e
| _I I50kN 5 _ 429,31 = 2,15 mm.
| 200 kN 200
B C 5
| |
P H +—><—+ et
| /'f \ 150 kN
350 kN 200 kN



Exercicio parao LAR
Problema resolvido 2.1 (Beer et al., 2008)

A barra rigida BDE é suspensa por duas hastes AB e CD. A haste AB
e de aluminio (E=70GPa) com area da secdo transversal de 500mmz2; a

haste CD é de aco (E=200GPa) com area da secao transversal de
600mm?2, Para a forca de 30kN, determine:

a) O deslocamento de B;
b) O deslocamento de D;
- c) O deslocamento de E.

()1 m T \)() ]\\
0.3 m

l B = l? E

Y




Problema resolvido 2.1 (Beer et al., 2008)

> Diagramas de corpo livre:

Barra BDE
Fig l/ D l 30 kN
L 915
—|~ 0.4 m
T 02m
> M, =0

0=—(30 kN x0.6m)+ F,.,x0.2m
F., =+90kN tragdo

> M =0

0=—(30 kNx0.4m)—F ; x0.2m
F ,z =—60kN compressdo



Problema resolvido 2.1 (Beer et al., 2008)

> Diagramas de corpo livre:

a) Deslocamento do ponto B:

',y =60 KN

Barra BDE 1 5y =1L

A AE
F, \B / o)) 30 l\\ 1

ey (- 60x103N)0.3m)
_)1 sm 1 Eeocra (500x107m?[70x10” Pa)
g = —514x10"°m
- —|~ 0.4 m
T 0.2m F =60 kN op =0.514 mm T

> My=0

0=—(30 kN x0.6m)+ F,.,x0.2m
F., =+90kN tragdo

> M =0

0=—(30 kNx0.4m)—F ; x0.2m
F ,z =—60kN compressdo



Problema resolvido 2.1 (Beer et al., 2008)

> Diagramas de corpo livre:

a) Deslocamento do ponto B:

',y =60 KN
Barra BDE 1 5g = 2L
A AE
30 kN L
_, (- 60x103N)0.3m)
0.3 A=500 mm= . 6 2‘ 9
_@1, Smo Eerocra (500x107m? |70x10” Pa)
— = -514x10"%m
li =5 —|~ 0.4 m
ol F =60 kN 55 =0.514mm T
M,=0
2. Ms b) Deslocamento do ponto D:

0=—(30 kN x0.6m)+ F,.,x0.2m I" b oy
: D=
F., =+90kN tragdo _— 45

(00x10? Nlo 4m)
"~ [600x10% m Xzoox109Pa)

ZMD =0 ‘ A=600 mm?
0.4m E=200 GPa

0=—(30 kNx0.4m)—F ; x0.2m
F ,z =—60kN compressdo '

~300x10 °m

D
I , | Sp = 0.300 mm ¥
I =00 kN




Problema resolvido 2.1 (Beer et al., 2008)

¢) Deslocamento de £:

Lembrando que a barra BDE ¢ rigida, temos:

6z 0.514 mm
<_ B! 6, 0.300 mm

>

(200 mm —x

<400 mm —»—;

200 mm

Portanto:
BB' BH EE' HE
DD'"  HD DD"  HD
0.514 mm (200 mm)—x S,  (400+73.7)mm
0.300 mm X 0.300 mm  73.7 mm

x =737 mm 6 =1.928 mm
i> 5, =1.928 mm |



Problemas estaticamente indeterminados



Problemas estaticamente indeterminados




Problemas estaticamente indeterminados

—— (.
- =

Duas equacgées de equilibrio aplicaveis, mas, trés incognitas a determinar!



Problemas estaticamente indeterminados

| e

SANNNNN

Duas equacgées de equilibrio aplicaveis, mas, trés incognitas a determinar!

» Em muitos problemas ndo é possivel determinar as forcas internas
nem as proprias reacdes utilizando apenas o0s recursos da estatica;



Problemas estaticamente indeterminados

Pl M 4 Pl

SANNNNN

77 | T
Fa
B R4 RB

Duas equacgées de equilibrio aplicaveis, mas, trés incognitas a determinar!

» Em muitos problemas ndo é possivel determinar as forcas internas
nem as proprias reacdes utilizando apenas o0s recursos da estatica;

» S80 necessarias  relacbes complementares, envolvendo
deformacoes, obtidas considerando-se a geometria do problema;

PL /\/-> O deslocamento vertical no

= :

e ponto B é nulo.
B

SRRNNNNY



Problemas estaticamente indeterminados

» Tals problemas sao ditos estaticamente
Indeterminados!

. A estdtica ndo é suficiente para
—>: determinar as reacées nem os
: esforcos internos.



Exemplo 2.2 (Beer et al., 2008):

Uma barra de comprimento L, secao transversal de area Al
e modulo de elasticidade E1 foi colocada dentro de um tubo
de mesmo comprimento, mas de area A2 e modulo de

elasticidade E2.

» Qual o deslocamento da
barra e do tubo, quando uma
forca P € aplicada por meio
de uma placa rigida?

/ Tubo (A, Es)

Barra (A, E,)

I.I'

2

?
O
%

L

™~ Placa de extremidade

()




Problemas estaticamente indeterminados

» Qual a deformacao da barra e do tubo, quando uma
forca P é aplicada por meio de uma placa rigida?

-l.”['(' \_' I_

- _a | .
Rod (A}, E)) e—
+j 8
4 ™ End I)I.(h
L.
()
P y P f) ApoOs desenhar o diagrama de corpo livre,

S verifica-se que:

P:})l +P2

b)
P P’ - 7 g )
— _ — * Duas incognitas;
* Uma equagao;
p v

— Problema estaticamente indeterminado!




Problemas estaticamente indeterminados

» Qual a deformacao da barra e do tubo, quando uma
forca P é aplicada por meio de uma placa rigida?

'*'I.lliu' \_- l.;

, A condicao complementar necessaria para

Rod (Ay, E;) | <._'. resolver o problema parte da geometria:
- w o i Como a placa onde a forga é aplicada é
L rigida, as deformagées da barra e do tubo

a) devem ser iguais.

p - BL PL
e — §=-ls 5 =12
b A E T AE,
P R . FL B BL
—_— —— | = 52 =
AE;,  AE,
| 7 R P




Problemas estaticamente indeterminados

» Qual a deformacao da barra e do tubo, quando uma
forca P é aplicada por meio de uma placa rigida?

Tube { \y, E;

- 7 Passamos a ter duas equagdes e duas
Rod (Ay, E;) - incognitas:
=
4 ™ End PI.([(' é
X AE, AE,

| P=R+A,




Problemas estaticamente indeterminados

» Qual a deformacao da barra e do tubo, quando uma
forca P é aplicada por meio de uma placa rigida?

—Tube (A,. E,
Passamos a ter duas equacdes e duas

e
1
4

Rod (Ay, E;) - incognitas:
E—— ) 1 pl [~
L e plate
: 3 A __5
P —
/ - P o ]Dl I P?_

Resolvendo o sistema de equagdes:

P p’
é‘/\ p=—25F . p_ 457
| ‘U AE +AE," 7 AE +A4E,

l) ﬂ r r -
7 Com estes valores ¢é possivel determinar a
deformagado da barra e do tubo.




Problemas envolvendo variacao de
temperatura



Problemas com variacao de temperatura

L. ,.‘ / —> Barra AB, homogénea e de
\ 5 segdo transversal uniforme.

> Superficie lisa horizontal.



Problemas com variacao de temperatura

/ —> Barra AB, homogénea e de
\ 1 se¢do transversal uniforme.

> Superficie lisa horizontal.

-

Aumentando a temperatura da barra de um valor AT, a barra se
alonga de um valor o4, proporcional a variacao da temperatura e ao

!{:mprimenta da barra, L:
E‘ST = a(AT) L: a ¢é uma constante caracteristica do material,

denominada coeficiente de dilatacdo térmica.
A o representa uma quantidade por grau de temperatura.




Problemas com variacao de temperatura

> A deformacfo total ¢; esta relacionada uma

deformacao especifica termica, ;=07 /L: er = aAT

--------------------------

5~ a(ATL: a € uma constante caracteristica do material,
L denominada coeficiente de dilatacdo térmica. A4

L representa uma quantidade por grau de
temperatura.




Problemas com variacao de temperatura

» A Importancia da variacao de temperatura nas estruturas
pode ser verificada atraves da presenca de juntas de
dilatacdo em edificios, calcadas, pontes,etc.

iPor exemplo, segundo a NBR6118 — Projeto de estruturas dei
Iconcreto — Procedimento: “As juntas de dilatacdo devem ser'
prewstas pelo menos a cada 1om.”. |

> A deformacdo total &; estd relacionada uma
deformacao especifica termica, e;=o0T /L:

--------------------------

5~ a(ATL: a € uma constante caracteristica do material,
el : denominada coeficiente de dilatacdo térmica. 4

L representa uma quantidade por grau de
temperatura.




Problemas com variacao de temperatura




Problemas com variacao de temperatura




Problemas com variacao de temperatura

» Quando a barra se encontra livre para se deformar, nao
aparecem tensoes relacionadas a deformacao e-;



Problemas com variacao de temperatura

» Quando a barra se encontra livre para se deformar, ndo
aparecem tensodes relacionadas a deformacao &;;

» Caso a barra seja colocada entre anteparos rigidos e sua
temperatura seja elevada em AT graus, havera uma tendéncia
de aumento do comprimento da barra, a ser combatida pelas
reacOes nos apoios:

- I L
4

E criado um estado de
tensao na barra, sem que

El> ocorram deformacoes
especificas;



Problemas com variacao de temperatura

» Trata-se de um problema estaticamente indeterminado;

~ >

» A solucdo deve ser procurada através da utilizacdo de
Informac0es a respeito das deformacoes da peca!



Problemas com variacao de temperatura

Neste caso, € como se:

- L - l“|
A B
A barra sofresse um alongamento
> 1nicial igual a d,, devido a variacao
\dadl )
—0r [ de temperatura...
F B
|
y,
|.."}| — ﬁP ——
\ B

(C)



Problemas com variacao de temperatura

Neste caso, € como se:

(a1)

|.."}|

=1 l' -
r)

A

A barra sofresse um alongamento
> 1nicial igual a 0, devido a variagdo
de temperatura...

—{ 8¢

B

—| 8p l—
mas, logo apods, uma carga de
a B intensidade P fosse aplicada no
e sentido de anular tal alongamento.
‘ (Método da superposicdo. apoio B tratado
- I, -

(C)

como redundante)



Problemas com variacao de temperatura

A deformagdo total, que é igual a
A B deformagdo provocada pela temperatura
somada a deformagdao produzida pela
aplicagao da carga P, deve ser nula:

Lal)

| By |—
A B .H 5_(5“?"‘5}}_0
} | / \
o) ol 5 —a(AT)L I
\ B , AFE
= D o 5.+ 6, =a(AT)L+ 2L =0
‘ T AE
L - ;. P=-AEa(AT)

(c)

Tensdo na barra devido a variagdao de temperatura: P Ea(AT)




Exemplo 2.2 (Beer et al., 2008):

A barra AB é perfeitamente ajustada aos anteparos fixos
quando a temperatura € de +25°C. Determinar as tensoes
atuantes nas partes AC e CB da barra para a temperatura de
—50°C. Usar E = 200 GPa e 0=12x10-%/°C.

: A =800 mm?
A = 400 mm-~

c B
A

e s

-

-— 300 mm—-1=—300 mm—




EXEMPLO

Determinando reacoes nos anteparos:

. , A =800mm- CoN .
A = 400 mm* e A variacdo de temperatura é:

\\ C \ B
\ AT = (-50°C) - (25°C) = - 75°C

]

A deformacgdo correspondente:

‘a—ﬂ}{}mm—-—‘«—w{l{l111111—v dp = a(AT)L
= (12 x 10-%°C)-75°C)(0,6 m) = - 540 x 10-6m

Note que a deformagdo devido a temperatura
ndo depende da drea!



EXEMPLO

Determinando reacoes nos anteparos:

Como o problema ¢ estaticamente indeterminado, retiramos o anteparo B, e
consideramos a reacao em B e o fato de que o deslocamento naquele ponto
deve ser nulo:

| C B As propriedades das se¢des sao as seguintes:
1 Ll -L2 = 0,3m
; A, =400 x 10-6m2 A, = 800 x 10-6 m?
1 P, =P, =Ry E = 200 x 10°Pa
( B| |
? ] - : . A =800 mm?
| A = 400 mm- \
; C B
Lyt Lo —+| 8, A I 3
(b | ’ : ¢
C ): |

. | 2 S 300 mm—-}{=—300 mm—



EXEMPLO

Determinando reacoes nos anteparos:

Como o problema ¢ estaticamente indeterminado, retiramos o anteparo B, e
consideramos a reacao em B e o fato de que o deslocamento naquele ponto
deve ser nulo:

P X B As propriedades das se¢des sdo as seguintes:
P Ly =L, = 0,3m
A, =400 x 10-6m?2 A, = 800 x 10-6m?
O P, =P, =Ry E =200 x 10°Pa
( B
A
' ¥ 2 Aplicando a forca desconhecida R, a

extremidade B para determinar a deformacao oy:

) - (s )
(b) i . . P\L, " P,L,
R=AE " AE
C B
12 ‘ X Ry __03m - 03m
= 4 B 200 x 109Pa ( 400 x 10-6m2 ~ 800 x 10-6 m?

(0, em fungdo de Ry)



EXEMPLO

Determinando reacoes nos anteparos:

Devido as restrigdes dos anteparos, a deformagao total € nula, ou seja:

C B

A 6 = 'E'IT + 6'R = U
? 5 = -540 x 106m + (5,625 x 10-°m/N)Rg = 0
Dai:

a) ..,‘ S

Rp = 96,0 x 103N = 96,0kN

Pelo equilibrio da barra, a reacdo em A4 ¢ igual e
de sentido contrario.

~0 h

||II_|I

v



EXEMPLO

» Conhecidas as forcas nas duas por¢oes da barra, que sao P, =
P, = 96 kN, obtemos os valores das tensoes atuantes em AC e

CB:

P, 96,0 x 103N
Ly = Ty .

A, = 400 x 106m2 - 240MPa

Py 96,0 x 103N

- 800 x 105 m2 S

&

l
2|
I

I



EXEMPLO

» Apesar da deformacao total da barra ser nula, ndao se deve
concluir que as deformacdes em AC e CB sao tambem nulas.

C B
A |

(a) _>|

C B

(b)




EXEMPLO

» Apesar da deformacédo total da barra ser nula, ndo se deve

concluir que as deformacdes em AC e CB sdo também nulas.
‘ G . Na por¢do AC da barra, por exemplo, a
o | deformacdo especifica ¢, pode ser dividida em
| | duas parcelas:

o7 ep = o AT = (12 x 10-¢/°C)(- 75°C)

(a) _,’

|
|
|
|
|
C B| |
= | - ~900 x 10-6 = - 900 u (Temperatura)
1 4
" ' i Pela Le1 de Hooke:
|
~—L J‘ Ls ‘\ <0k 01 240 MPa
= -— = = _6 =
) i % = 200GPa = 1200 x 10-6 = 12004
& |
A C B (Parcela associada a tensao o,)

Somando as parcelas:

(8]
gsc = Ep + El = -900p + 1200 = +300p



EXEMPLO

» De maneira semelhante, determinamos a deformacao
especifica na parte CB:

o
Ecgp = Ep + E2 = -900pn + 600pn = -300n

» As deformacoes totais nas duas partes da barra sao:

Opc = €40(AC) = (+300u)(,03m) = + 90 um
Ocg = €cg(CB) = (-300n)(0,3m) = - 90 um
J

Y

A soma das duas deformacoes é zero, mas nenhuma
delas é nula.



CONTINUA



