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Superposicao de casos basicos



Superposicao de casos basicos
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Figura 6.1 — Configuracao deformada de um pértico plano formada pela superposi¢cao de configuragdes
deformadas elementares.



DESLOCABILIDADES



DESLOCABILIDADES

As deslocabilidades sdo as incognitas do Metodo dos
Deslocamentos e pode ser definida como:

D, deslocabilidade de uma estrutura 1 — : componente de deslocamento ou
rotacao livre (néo restrita apenas aos apoio) em um no da estrutura, na
direcao de um dos eixos globais.



DESLOCABILIDADES

D, deslocabilidade de uma estrutura i — : componente de deslocamento ou
rotacéo livre (ndo restrita apenas aos apoio) em um no da estrutura, na
direcao de um dos eixos globais.
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Figura 6.2 — Sistema Hipergeométrico do pértico plano da Figura 6.1.




DESLOCABILIDADES

O modelo estrutural utilizado nos casos basicos (caso (0)) € o de uma
estrutura obtida a partir da estrutura original pela adicdo de vinculos na
forma de apoios ficticios. Esse modelo é chamado de Sistema
Hipergeometrico (SH) - 0s nds sao engastados completamente.
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DESLOCABILIDADES

As funcgdes de forma, definem as elasticas elementares da barra isolada.

Barra indeformada tracejada (---)

- d; i
Barra azul deformada por deslocamento horizontal die,
Barra vermelha deformada por deslocamento verticais &, \a . & x
Barra marrom deformada por rotagoes '- : =
pu(x) N hu(x) x ol 2 3 -2 3
rogan_q % ! Ny(x)== v(x) A f —1-3% 40X | N Ny(x)=32--22-
J@=1-3 (=7 \ T__‘_-!“/‘.u\z(x)—l 3%+ {*)| Ns(x) =3-5-25 B
| i | 1]
T I A
1" p ! ;¥ ;X
' 4 4
d] d’ d’z ! ’
< —-l> dq
— R R R R -_— e e e == [ — A
U(X) = b:x + bo U(X) = Nl(X) d. +N4(X) d.

Equacéo de Navier:
I G e Not) ="+ V(X) =C3 X3+ €y X2+ ¢ X+ Cy

K~ ~ W

I

V(X) = N: (X) d>+Ns (X) ds+Ns (X) ds +N6(X)d6

d3 N; sao as funcgoes de forma



DESLOCABILIDADES

Conceitos fundamentais — Como determinar as Funcdes de forma

V(X) =cyx3+c, X2+ X+ ¢y

Condicdes de contorno Sistema de equacOes para determinar as c; Constantes

v(0)=0 C30°+¢;, 02+ ¢, 0+¢=0 =0

dv 3 02 + 2 O + _l C _1

0 =1 Cs C,0+C,= =

v(l)=0 C3lP+cy P+ 1=0 co=-(c, | + 1)/ 1>=0
c,=-2/ 1

i ) = 3cy 12+ 2¢,1+1=0 2

“ c=1/1?

v(x) = —x - %x + x = N2(X)0 +Ns(x) 1+Ns(x) 0+Ns(x)0

V(X) =N (X) d-+N: (X) ds+Ns (X) ds+Ns (X)de

2 3

{:| Ns() = ¥=25 45
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DESLOCABILIDADES
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DESLOCABILIDADES
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Figura 4.26 — Superposicao de configuragdes deformadas elementares para compor a elastica final de
uma barra de pértico plano isolada.



DESLOCABILIDADES

Conceitos fundamentais — Coeficientes de rigidez locais

Sistema real Sistema Virtual I 5 9
' g Kd’xlszlﬂﬂdx
o }kﬂ“’-’ 2373 o dx dx
20T T keads, el
‘ S.. A T keod
/,<I[r,-'| "‘q.,__- II%}‘ ‘!'-:._]'IE "'l-..__-‘h = = 'ﬁ(x) = NZ(X) d2
L:;:,Iﬁ; k’:,-:f’ K d V(X):Ns(X) ds
o(x) A N X (%) A 2 3
(x) Nj(x)=x _ZT+!_2 )} J N,(x) =1 —3’;: +2':T _ leI d?N3(x) d* Ny (x) dx
KON I T
1 1 \
\ = _1'_ =
[ ' [ *
, : 4 6x 6 12x L (75x% 84x 24
K23d3X1=JOEI —7+l—2 _l_2+l_3 dx=f0EI E - 4 +l_3 dx
7513 841> 241 24 42 24
K,3 = EI YRRV NE = EI =t 6E1

23 = lz



DESLOCABILIDADES

A generalizacao desse resultado para as outros coeficientes resulta na
nos valores dos coeficientes de rigidez abaixo:

(12E1/1%) 4 (12E1/1%)- 4
d?@ ~~~~~~~~~~ (6£1/12)-45 6EI/12)-dy o= 57 »

iL (6E1/12)-d=~-e. jl> e 6E1/17)-d JLS
(12E1/P) (2E1/).4
|<2 1 =] < l =
(6E1 /1 )d3 _____ sl 6E1/12)-dy  (aE1/1)-a
\45
& ;
(EI/1)-d5 (6E1/12).d4 CET/D)H. s

(6E1/12)-d

Figura 4.30 — Coeficientes de rigidez a flexdao de uma barra isolada sem articulagéo.



Metodologia de analise pelo Método dos
Deslocamentos
(Método do Equilibrio/Método da Rigidez)



Método dos Deslocamentos

Para facilitar o entendimento do método, esta apresentacao é feita
com base em um exemplo, que € mostrado na Figura. Todas barras
ttmA=1,2-10?2m? 1=1,2.103m*e E=1,2-10" KN/m?.

5 kN/m Deslocabilidades:
oy ST R E
5 b E -

<3m=<—6m —=

Figura 6.3 — Estrutura utilizada para a descrigdo da metodologia do Método dos Deslocamentos e suas
deslocabilidades.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 1: Sistema Hipergeométrico (SH)

Deslocabilidades: No exemplo, d = 3.

77

Figura 6.4 — Sistema Hipergeométrico da estrutura da Figura 6.3.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Basicos

O numero de casos basicos e sempre igual a d + 1. No exemplo, isso resulta
nos casos (0), (1), (2) e (3) que sao mostrados a seguir.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Basicos
Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH.

O caso basico (0) isola o efeito da solicitacdo externa (carregamento
aplicado) no SH

as forgas e 0s momentos que aparecem nos
By = +15 kNm 5 KN/m apoios ficticios do SH f3;,, sdo chamados de

\llllllilllU&} termos de carga.
15 kNm

= =
- -
e R

> % Pio — reacdo no apoio ficticio associado a
By =+15 kN| @ deslocabilidade Di para equilibrar o SH
quando atua a solicitagio externa
isoladamente, isto €, com deslocabilidades

com valores nulos.




Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH.

1 - Reagoes de Engastamento Perfeito em Barras:

O caso (0) corresponde a uma situacao
de engastamento perfeito!

Y)
fa fi A determinacdo das reacOes de
_______ - R‘\r engastamento perfeito de uma barra
3"‘ ANV _/ 1?’ solicitada para um carregamento
h 07 (x) ) * externo genérico é feito com base no
fs ;% Teorema de Betti:

~ r dN(x;
f,-':-JAN,-(:I)-q(x)-d:r-ZN,-(_tj)-Pj--Z :ff[ f)mj- (1=2,3,56)



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) — Solicitacdo externa (carregamento) isolada no SH.

lllllllllllllllllllk

EI = const.

>
Y7277

Diagrama de momentos fletores:
< l >I (tracado do lado das fibras tracionadas)

Reagdes de apoio e seus sinais:

\ \
{4 k
M

A
%VA Vg%
Indicagdo dos momentos fletores
Va=+ql/2 Ve =+gl/2 usando a convencdo de sinais:
\, A
My = +gl2/12 Mg =-ql2/12 N +g12/12 —q12/1 R

Figura 6.9 — Indicagdo de momentos fletores em uma viga biengastada utilizando g convencéo de
sinais do Método dos Deslocamentos.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) — Solicitacdo externa (carregamento) isolada no SH.
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Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) — Solicitacdo externa (carregamento) isolada no SH.
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Figura 12.5: Momentos de extremidade fixa.
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Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) — Solicitacdo externa (carregamento) isolada no SH.

Reacodes de Apoio para viga bi-engastada:

4 4
qi?/12 q gI* 112 Pﬂﬁ“fﬂigﬂ I - PatorL
{‘31 k} ) E)
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st
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Metodologia: Método dos Deslocamentos

Reacdes de Apoio para viga engastada rotulada (com articulacio):

g qL/3
gilllllllllllllllllllh}
N

i3q£.f8 . SQLJ‘SJ

g

ql? /8 q
1:ﬁ$llllllllllLll&llL£E
g

quma 3qr£.f8j

lp \PL/16 3PLI16 lp
b ) g .
SP/16 llPIIEj ﬂpnﬁ SPIﬁ
Li2—le—Li2 Li2—ske—1/2
< L > e L >
PP e @ e b
lP Pab (L+a)/ 217 Pab (L+b)f21,zlp
. ) %

f i

4
P-Pa(bl+ab+21’)/21° Pa(ol+ab+2L’)/2L°

k

Pb (al+ab+21°%) s 21°

i
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Metodologia: Método dos Deslocamentos

Reacoes de Apoio para viga com variacio térmica:

El-o-(AT; - AT,)/h El-a-(AT, - AT,)/h
AT [@
—> L 3 : [O] @4:
l= =

3EI-- (AT, — AT,)/ 2h

AT; [O] R - AT
EA o ﬂTCG : EA o A e
3EI-o-(AT; - AT,) %351-05-(4111 — AT,)
201 < g | 2h-1

3El-a- (AT, - AT,)/ 2h

Q AT. [O] & «
EA-0- ATee B AT; [©] FA-@- AT
BEI-a-(ATE-—ATSﬁ $3EI-H~(ATI--AIJ

2h-1 < g > 2h-1




Metodologia: Método dos Deslocamentos

2 - Solucoes quando sao Impostos deslocamentos nas
extremidades (Casos (1, 2..., n) sao Impostos deslocamentos

unitarios): , , ) ,
AL EA/Qd CA/Ddy ] (EA/D)-d
= <~
L..-dl 1 - le= I . d4

Figura 4.28 — Coeficientes de rigidez axial de uma barra isolada.
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Figura 4.30 — Coeficientes de rigidez a flexdo de uma barra isolada sem articulagao.

=



Metodologia: Método dos Deslocamentos

2 - Solucoes quando sao Impostos deslocamentos nas
extremidades:

Coeficientes de Rigidez Locais para barras sem articulacdes (bi-engastadas):

“ 2

(EA/L) d, (EAL)d, (EA/L)d, (EA/L) d,
(6ELL) d, (6ELLY) d;
2 ‘ 3 |
d;I’ Nﬂ 1d;  (6EVL M ‘P :
(12ELL) d, ? g (12EL) d;

(12ELL)d,  (12ELL) d,;

(“EVL) d,

I )
d
(6EL/LY) d, (6ELL) a, (6EJ/MLE) d,

(RELL) d é (2EI/L) dtIS (4ELL) dﬁ'




Metodologia: Método dos Deslocamentos

Coeficientes de Rigidez Locais para barras com articulacdes a esquerda:

EUDE @& Eahd | CIRY:
d| ==l s
= L > = L > f
T(amfj.cf; (32111%).d;
SN (38111*)d;
“’{D P @RI a4
3 '
GEL 1Y (3811 1%).d!
. I - - L—
quEHL*}.d.; (3EI/L)d,
Tt Er I
- L >




Metodologia: Método dos Deslocamentos

Coeficientes de Rigidez Locais para barras com articulacoes a direita:

(EAIL)d) (EAIL)d) (EAIL)d, (BAI L) d}
— P - —------- - — M —memmmmmemmmmemmemea- —n
- -

d| dy
= L > I L <
(3EI/17)d,; (3EI I3).d! T
R AR (311 1*)d; I Y
d3) MBI e ;
- -0

(351';,53)_@21 g o
- : & (38111%)d!
e L ——

ngnf)_d;;‘_-,__‘“

.
.’ "‘h
s :
-
K .
I

(3ET/L)d: (3EHL’)-di1
- L >




Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Basicos
Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

Considera-se um valor unitario para D,, sendo o efeito de D, = 1
multiplicado pelo valor final que D, devera ter.

D_'IT\K ziomo Kij — coeficiente de rigidez
TNV, N global:
g TKH x D
. Ky, =+35252,7 kN/m
112wz7e4.s Ky =+131604 kN/m Forca ou Momento que deve
L v s AR atuar na direcdo de D; para

manter o SH em equilibrio
quando D; = 1 e as demais
deslocabilidades sao nulas.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Basicos

Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

Considera-se um valor unitario para D,, sendo o efeito de D, = 1
multiplicado pelo valor final que D, devera ter.

D1 =1 | |
ey
K].] It:i‘L]
TK21 S\ X
Ky, =+35252,7 kKN/m
K,, =+13160,4 kN
11252.7 27648 21 3160 /m/
604 Ka; =+2764,8 KNm/ 1

v_

Uma das vantagens do
Meétodo dos Deslocamentos
(em relacdo ao Metodo das

— Forcas) é que o calculo dos

coeficientes de rigidez €
baseado em valores
tabelados!



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Basicos
Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

Considera-se um valor unitario para D,, sendo o efeito de D, = 1
multiplicado pelo valor final que D, devera ter.

Essa vantagem tambem

i D=1t t ] facilita a implementacéo
L 0\Kat N 240000 i )
Kp /"5 § " computacional do Método
fic < o *>  dos Deslocamentos!
112;27%)}2764.8 K5, =+13160,4 kKN/m )
1604 Ky =+2764,8 kKNm/

[ \/_



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Basicos

Caso (2) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

Considera-se um valor unitario para D,, sendo o efeito de D, = 1
multiplicado pelo valor final que D, devera ter.

2400.0
R
;I)

Ky, =+13160,4 kN/m
Ko, =+19729,7 kN/m

800.0

K5y =4326,4 KNm/m

x D»

Os coeficientes Kij e Kji,
sempre serao iguais,
conforme o0 Teorema de
Maxwell.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Basicos
Caso (3) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

Considera-se um valor unitario para D,, sendo o efeito de D; = 1
multiplicado pelo valor final que D, devera ter.

X D3

K3 =+2764,8 kN/rad
K, = +21120,0 kKNm/rad




Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Utiliza-se a superposicao de efeitos para restabelecer as condicoes de
equilibrio do no interior.

. Somatorio das forgas externas horizontais que atuam no noé interior:
Pro+ KDy + KDy +Ky3D5 =0

. Somatorio das forcas externas verticais que atuam no no interior:
Py + KDy + KDy +Kp3D3 =0

. Somatorio dos momentos externos que atuam no né interior:

Py +K31D1 +K3yDy +K33D3 =0



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 3: Superposicao de Efeitos

S kN/m

Pap =+15 kNm

5 kN/m

LILLLLTLLLLLLK
T ~_ L

-

llllllll{lJRD
------ 15 kNm

<1

[
11252.7 \ |,/‘ 2764.8
13160.4

lDZ +

K, =+13160,4 kKN/m|
Ky, =+19729,7 kKN/m|
K3 =+326,4 kKNm/m

24000.0
«—

x Dy

Ky =+35252,7 kKN/m
K,, =+13160,4 kN/m
K3y =+2764,8 KNm/m

K3 =+2764,8 KN/rad
Ky =+326,4 kN/rad

K33 =+421120,0 kNm/rad

xDs



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 3: Superposicao de Efeitos

Pode-se reescrever o sistema de equagdes de equilibrio do exemplo da secdo ante-
rior de uma forma matricial:

B1o + K11Dy +K,Dy +Ky3D5 =0 B Kyy Ky Ky ||Dy 0
By + Ky Dy +KppDy +Ky3Dy =0 =P+ Ky Ky Ky |{Dyp=10;.
Bao +K31Dq +K3pDy + K33D3 =0 B K31 Ks Kgg||Ds 0

No caso geral de uma estrutura com n deslocabilidades, pode-se escrever:
{8y }+[KED}={0}. (6.5)
Sendo:
{B,}— vetor dos termos de carga;
|[K] — matriz de rigidez global;
{D} — vetor das deslocabilidades.

D, =+0,45-10" m;

D, =-1,05-10" m;
D, =-0,75-10"" rad.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Os diagramas finais de esforcos da estrutura podem ser obtidos pela
superposicao dos diagramas de cada um dos casos basico.




Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Esse resultado pode ser generalizado para todos os esforcos internos:

J=8
=
=8
Q=Q0+Z' 1Qj-Xj; (5.2)
j=
J=8

j=1



Convencoes de Sinais



Convencoes de Sinais

E conveniente introduzir uma convencao de sinais para forcas e
momentos:

Tabela 6.1 - Convencao de sinais adotada para quadros planos no
Método dos Deslocamentos.

Deslocamentos + ——|
horizontais: l I
Deslocamentos

o + -
verticais:
Rotagoes: m _[:\
Forcas + —
horizontais: I ¢
Forcas

TS + -
verticais.
Momentos: m m

Esforcos axiais

em extremidades —_—y—— | —p — «—
de barra:
Esforgos cortantes

. + - — +
em extremidades T—l i—T
de barra:

Momentos ﬂemres + _ _ +
em extremidades -_ —_—
de barra:




EXEMPLO 1: Viga Continua



EXEMPLO 1: Viga Continua

Considere a viga continua mostrada na Figura 6.11. O valor da
rigidez a flexdo da viga é ElI = 1,2 x 10* KNm?. O valor da carga
uniformemente distribuida é g = 12 kKN/m.

12 KN/m

N A AAAA AR ATAAN
\ AN AN k

k 4 m >+< 6m >-< 2m$|

Figura 6.11 — Viga continua para exemplo de solug¢ao pelo Método dos Deslocamentos.




EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 1: Sistema Hipergeométrico (SH)

Deslocabilidades: No exemplo, d = 2.

Deslocabilidades:
N D1 D>
s £ i

Sistema prergeométrica:

LLLLL

1 2 E
VAN TAN

Figura 6.12 — Deslocabilidades e Sistema Hipergeométrico da estrutura da Figura 6.11.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Casos Basicos

O numero de casos basicos e sempre igual a d + 1. No exemplo, isso resulta
nos casos (0), (1) e (2) que sdo mostrados a segulir.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Casos Basicos

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH.

12 KN/m

i

Figura 6.13 — Configuragcao deformada (exagerada) do caso (0) da estrutura da Figura 6.11.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH (engastamento
perfeito.

Nas imagens, 0s sentidos positivos sao
0S seguintes:

gL* /12

gi? (12 g
wedlLLLLLLLLILLILLLL
{3 ) RPN

iqLIZ . qﬂf? - R




EXEMPLO 1: Viga Continua

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH (engastamento
perfeito.

12 kN/m
/ HHHHHH ’{E?ﬁm fﬁ?{i{]—"
qL? 112 z gL? /12 ql? 112 q gL 12 \
Qﬂﬂﬁfﬂm} {.mmmmm} gI? 12 g gI2 112
: t : t ST,
qli2 qLli2 qli2 qLi2 {.51 a}
?— L } $— L } {q;‘.’.ﬁ quz}
| L

A9

_ty

Pio=—q4?/12 + q62/12 =16 + 36 = + 20 KNmy;
Pro=—q6%/12 + q22/12 =-36 + 4 = - 32 kKNm.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH (engastamento

perfeito.
e
Pro
*--__i..--’/[E

)

1
\a//
P =+ 20 kNm B =—32 kNm

(M) [KNm) 15

\i {1} {20 R
V116 16 /N, +36 -36 /\+4 4R

Figura 6.14 — Diagrama de momentos fletores do caso (0) da estrutura da Figura 6.11.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Casos Basicos

Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

6E1/2)dy  @eiyn.a; ) Nas imagens, os sentidos positivos sdo
& _ 0S seguintes:
. -
(2E1/1)-d} ~~~eee. v -7
6E1/12)-1,
_ RIEN
—»
6EI/1?)-d;,
P - REI1/1)-44
a,

=

4EI/1)-dy (6E1/17) d

—



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Casos Basicos +T ¢\
Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH. —>
Dy = 1@%{,:" ------- Tl Kn |
AR VDT A
e\
-.__‘“ d;} r -
(EI/1)-d, “S~eeenen & ,. :
° l6r1/22)-4, (4EI/1)-dy  (6EI/17)

Kin =+ 4EI/4 + 4E1/6 = + 12000 + 8000 = + 20000 kNm/rad;
Ky =+ 2E1/4 =+ 4000 kNm/rad.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Casos Basicos

Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

12000

(M) [KNm/rad]

K11 =+ 20x103 kKNm/rad

K21 =+ 4x10° kNm/rad

Il

- 5] R
% 7
8000 _
6000 F
1 2 \
Kn \757 | K= N
400

! AN

I
+6000 +12000 /\ +8000

¢

2k I\
+40002,§0 oRN

A6

_ty

x D

Figura 6.15 — Configuragcao deformada e diagrama de momentos fletores do caso (1) da estrutura da

Figura 6.11.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Casos Basicos +T ¢\

Caso (2) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

D“@g

2

(_\Ku VTl
I -‘-"h

-
‘ll-‘__-

.3_
ﬁEI f ds  (4E1]1)-d.

e e

6

LLLLL

Kio =+ 2El/4 =+ 4000 kKNm/rad;
Ko =+ 4EI/6 + 4EI/2 = + 8000 + 24000 = + 32000 kNm/rad.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 2: Casos Basicos

Caso (2) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

(M) [kNm/rad]

K2 =+ 4x10% kNm/rad

N A 5
N BT R

75 “"‘ - ’ %

24000

K22
K1z 4000
) [— 2 \
"D T Ay \j
8000

12000

K =+ 32x10% kNm/rad

3, e
ﬂl 1 I T
0 0 /N +4000

@ +12000 &

T T k
+8000 /\ +24000

ng

Figura 6.16 — Configuragao deformada e diagrama de momentos fletores do caso (2) da estrutura da
Figura 6.11.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 3: Superposicao de Efeitos

ﬁ]ﬂ +K1]D] +K12D2 =0 +20 10% +20 +4 Dl U
= +10° =< .
)82[] +K2—1D] +K22D2 =0 _32 +4 +32 D2 U
A solucao desse sistema de equagdes fornece os seguintes valores para as desloca-

bilidades:

D, =-1,23 x 103 rad;
D>=+1,15x10-3 rad.

- -
‘‘‘‘‘



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Os diagramas finais de esforcos da estrutura podem ser
obtidos pela superposicao dos diagramas de cada um
dos casos basico.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

M=My+ M D1+ M> D>

D;=-1,23x103 rad;
D>=+1,15 x 103 rad.

M = Mp—1,23x10- x My + 1,15x10-* x Ma.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

o=+ 20 kNm [ =—32kNm

Y116 —16723;36 —3573;4

K11 =+ 20x10° kNm/rad Ky =+ 4x10° kNm/rad

M, o o

I I Th
+6000 +12000 ZE +8000 +4000 ZE 0 0 \

K12 = + 4x103 kNm/rad Ky =+ 32x10° kNm/rad
M. r { N g
2 J 0 0 +4000 +8000 +24000 R

M = Mp —1,23x10-3 x My + 1,15x10-3 x M.



EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Pro = +20 KNm P =-32kNm
M. ZPN S B
0 e —162;;36 36 /\+4 4N
K11 =+ 20x10% kNm/rad Ko =+ 4x10° kNm/rad

I !
1 S+6000 +12000 ZE +8000 +4000 ZE 0 0 \

K12 = + 4x103 kNm/rad Ky =+ 32x10% kNm/rad |

M, § ) N vy

§I IU Ul '+4UU'D +8000' I+2t=|-00l.'.'l Ik

== M = Mo — 1,23x10° x My + 1,15x10- x M.
(M) [kNm]

I+B,6 —3{],&? l+30,B —31,?: 13‘1,? +9.8

¥ A pa R




EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

E preciso interpretar a convencdo de sinais de momentos fletores, verificando o
sentido dos momentos nas extremidades das barras.

(M) [kNm]

§1+8,6 -30,8 +30,8 —31,?: -:-31,? +9.3;R

Y X K {

Momentos ﬂefores‘ + . _ +
em extremidades —_— —_—
de barra:




EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

(M) [kNm]

—3{]8 +308 =31, Tr' +3‘1 7 *9 BR

\Q/ \Q/ Qk

‘*




EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforc;os INnternos

[KNm]
-30, 8 +30 8 =31, ? +3‘1 7 +9 BR

\Q/ \Q/ Qk

‘*

+ extremidade - + extremidade - + extremidade +

(R




EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforc;os INnternos

[KNm]
+BB -30, 8 +30 8 =31, ? +3‘1 7 +9 BR

ﬂI\Q/ \Q/ Qk

‘*

+ extremidade - + extremidade - + extremidade +

(D@

NO - + NO - + NO - -NO




EXEMPLO 1: Viga Continua

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

(D@

)<-2m —>f=-2m Se—3m —f=—3m —=i<—>{<—

Figura 6.19 — Momentos fletores da estrutura da Figura 6.11 desenhados do lado da fibra das secdes
transversais.

n
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EXEMPLO 1: Viga Continua

Observacoes:

1)

2)

3)

4)

Os esforcos nas barras e as reacdes de apoio sdo sempre determinados com
base em configuracdes deformadas conhecidas;

Apesar dessa metodologia nao ser intuitiva para qguem comeca a aprender o
Meétodo dos Deslocamentos, a solucao de cada caso basico € bem simples;

As deformacodes impostas sao sempre configuracdes muito simples: ou séo a
solucdo de engastamento perfeito do caso (0) ou é imposta apenas uma
deslocabilidade isolada nos outros casos.

Os esforcos e reacOes em cada caso basico sdo obtidos de solucdes tabeladas.
Esta metodologia simples também permite algoritmos de facil implementacéo

computacional



EXEMPLO 2: Porticos Simples



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

As duas barras tém o mesmo material com modulo de elasticidade E
e ttm a mesma secao transversal, cuja relacdo entre area A e
momento de inércia | é dada por A/l =2 m2. O objetivo do exemplo
e a determinacado do diagrama de momentos fletores.

<
oy Y

\

ka‘l;
£
<

77777 J—
%Em%

Figura 6.20 — Exemplo de solucao de portico com trés deslocabilidades.




EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 1: Sistema Hipergeométrico (SH)

Deslocabilidades: No exemplo, d = 3.

Deslocabilidades Sistema Hipergeometrico (SH)
/‘l‘ DZ 2 _
Do/ 1 A g N
f \: k‘ [eE N
1
Ds
i sl

Figura 6.21 — Deslocabilidades e Sistema Hipergeometrico da estrutura da Figura 6.20.



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 2: Casos Basicos

O numero de casos basicos e sempre igual a d + 1. No exemplo, isso resulta
nos casos (0), (1), (2) e (3) que sao mostrados a seguir.



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 2: Casos Basicos

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH.

R
i —
P =-10 kN
Pro = +6 kN
1 Bso=0KkNm

Os termos de carga Sy, foo € P39 do caso (0) sdo indicados com seus sentidos
positivos. O sentido real vai ser dado pelo sinal do termo. Se for negativo, i1sso
Indica que o sentido é contrario ao desenhado. Nesse caso, como as cargas Sao
aplicadas diretamente sobre o no onde foram colocados os apoios ficticios do SH,
0s termos de carga sdo obtidos diretamente pelo equilibrio do no.



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH (engastamento

perfeito.
K2
Pab* | I? |7 _Pabl I’ +
£ E —
$P52(3a+b)fi.3 f?(mab)fﬁ
a-a-}-;—b—;-
L »
Ei B
w
10 kNI _W
Pro ‘ Eyﬂm
h Pro=-10kN
,820 =+6 kN

/77'77 Pso=0kNm
Figura 6.22 — Caso (0) da esti

Pab? | I2 lp / Pa*hil?
31
‘i %

?Pb%zmb)u? ¥ o (a s 81 22
-=—a -a-}-;—b—;-




EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH (engastamento
perfeito.

2 Tﬁzn .
oud, URS
- L b

~—] 0
Pio=-10 kN
Pro = +6 kN
_ 0
77777 Pro =0 kNm 77777

Figura 6.22 — Caso (0) da estrutura da Figura 6.20.



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 2: Casos Basicos

Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

“H’T K

Ko 1 oo
—> !
!

D=1




EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 2: Casos Basicos

Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

1 12E1/43,\ {4 6EI/ 4



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 2: Casos Basicos +T ¢\

Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH. —>

‘_
NI T Kag EA/6 EA/6
IL 1~/= .
j—-————-ﬁ ¥ N k8
6EI/42|

12E1/43 \ | ¢6EI/42 x Dy

[, g
+6L1/42 Ky =+EA/6 +12E1/4°
@ Kn=0+0
|t6El/4 K3, =0+ 6EI/42
7

Figura 6.23 — Caso (1) da estrutura da Figura 6.20.



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 2: Casos Basicos

Caso (2) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

a
—>

K v Ka2
-
l-." -----
A L TV R
D=1} R
i
:
:
I
I
77777
||> +6E1/62  +6EI/62)
== R
0

()

12E1/65
6E1/62
\ 6EI/62
]
i 12E1/63
i
lEA/4
Kix=0+0

Ka=+12E1/6 + EA/4
Kz =+ 6EI/62 + 0

A6

_ty

Figura 6.24 — Caso (2) da estrutura da Figura 6.20.
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EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 2: Casos Basicos

Caso (3) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

TK;:A 6EI/62& ______ 2EI/6
D i S
|E ; S mmfﬁf/e
4EI/4 | ) 6E1/62
s 6El/a2\ | A2EI/4
|§ HEI/6+2EI/6)
T+4E1/4

()

| +2E1/4
T

Kis =0+ 6EI/42

Kz =+ 6EI/62 + 0

Ky =+ 4EI/6 + AE1/4

Figura 6.25 — Caso (3) da estrutura da Figura 6.20.
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EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 3: Superposicao de Efeitos

ﬁl[] +K11‘Dl +K12D2 +K13,l'_)3 =)
ﬁzﬂ + Ky Dy + Ky Dy + KDy =0
Py + K31 Dy +K3pDy +Kg3D5 =0

-10) [25/48 0 38 |[D;] (0] (D, =+22,085/El
6 (+EIl 0 59 1/6 D, =-9,595/EI .
0 38 1/6 53 ||Dy] |0 Dy =—-4,010/EI

w
[

I
=
U




EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

M=My+ M Dy + M> D>+ Ms D5

Os diagramas finais de esforcos da estrutura podem ser
obtidos pela superposicao dos diagramas de cada um
dos casos basico.



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

_® w _
|I>|U¥:0 o'lE IP‘EO 0 |[>|-¥J:+6EI/ 62 +6Ef/62:§ |I>’5+4E1/6 +2EI/6=E
6EI/4 0 +4E1/4
@) () ()
o LroEl/4 ol | +2E1/4

+ M=My+M; D+ M>; D>+ M3 Ds




EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

@ _
|EE;U 4 ”>Eo o) |I>EI:+6EI/ 6 +6EI/Gx ”>E:+4EI/6 +2E1/6
+6EI/4 0 +4El/4
> AT OEL/ 42 ol | +2E1/4
+ M=MD+M1D1+M3DQ+M3D3
}—4,3 —2,9:R\
+4,31 K
@ (KNm]
+6,3]
77777



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

0

(My) [kNm)
L

0}
772

iy

()

Nhat

”>¥ +6E1/62  +6El/62
_II I
=

)

[KNm]

n
w

extremidade +

+ NO -

NO

) |

- extremida

o
w

&

+ NO -
9

I>¥I+451/6 +2E1/6
DL A

[+4FE1/4

| +2E1/4
i



EXEMPLO 2: Pdrticos Simples

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

@ wom
. N +6E1/62  +6EI/ 62 I>¥,+4EI/6 +2E1/6
b A e o IbL O A

0 T+6E1/42 [ +4El/4

@) @ ()

| +2EI/4
i

o +6E1/42
i

Nhat
Sl

2.9

4,3 .
43 2,9, p 2
+4’3__| N ﬂ( 29 D 4.3|V/§
(M) [Nm] 43 ,, (M) [kNm]

6,3

+6.3] \_} <
rrrrrd




EXEMPLO 3: Pdortico com articulacao
interna (Exercicio quente)



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

As trés barras ttm a mesma secdo transversal, com area A e
momento de inércia |, e material com modulo de elasticidade E. A
relacdo entre A e | é dada por A/l =2 m=.

10 kN/m

WL

o> T
£
d-

Figura 6.28 — Exemplo de solu¢édo de portico com articulagéo interna.

rrrrrd 7777
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EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 1: Sistema Hipergeométrico (SH)

Deslocabilidades: No exemplo, d = 6.

Deslocabilidades Sistema Hipergeomeétrico (SH)
AD> Ds
De 2 — —b5
D1/ | D, \/ \/
Q> IE deK]|
H 1 4
D3
7777 7PP77 Vi FPAP7

Figura 6.29 — Deslocabilidades e Sistema Hipergeométrico da estrutura da Figura 6.28.



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

O numero de casos basicos e sempre igual a d + 1. No exemplo, isso resulta
nos casos (0), (1), (2) ... (6) que sao mostrados a sequlir.



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH.

10 kN T&Ummm p%_

: —_ B0
MU
Pro ”%J;;:O --------- @l Pio




EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH.

I @ fe—— b

Pab (L+b) /217

T
o

L

le

4

lp

Pb fal+ab+§r’)s21°  P—_pb (fivab+21%) /217

3

Bio=—-10 kN

e

Bso
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y
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1] lllllllll@@ |

Peo
>



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH.
ql?/8

g
QllllllllllLll&llL,l:E
g

sta 3g£.:’8j
I I \

o \ Bso
10 KN/m _

0K T ™
_ﬁm’| W "t -eeaeeT @|"EE’

Pro=+37,5kN i i Pso=+22,5 kN
B = + 45 KNm




EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH.

Pu=0

ﬁm =+ 22,5 kN

Peo=0

Tﬂz
10 kN/m
WIHLLLLLLLL

- -
- -
it e

b
2 3
P—Pb fal+ab+2L°) /2L

L

T

e

|.q_|:9'
T+b) /2L
3

yr21®

2

Pab é
Pb fal+ab+2L



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Caso (0) — Solicitacao externa (carregamento) isolada no SH (engastamento
perfeito.

T&n &n
10 K 10 KN/m

0 KN, ~ AVA
wdpnde 2 o
@ [kNm]

i b o =
Pro=—10 kN Bw=0
Pro=+375kN Bso=+225kN
Bso =+ 45 kNm Bso=0

Figura 6.30 — Caso (0) da estrutura da Figura 6.28.



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos +T ¢\
Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH. —>

D1 = HKZI TKsl
Kes1

R L AVA |
K 'tﬁ';' . K41+

)
!

!
!

12EI/43 }  6EI/42 +

]
7T Frrr

Ky =+ EA/6 + 12EI/4’*

Ky»1y=0+0

Ka1 =0 + 6E1/42




EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos +T ¢\

Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH. —

—
L

12EI/43 }  6EI/42 + '

C—W 77777 !
]

2

Ki1 =+ EA/6 +12E1/43 1251/43|& ] fﬁE"/‘l

Ky»1y=0+0

Ka1 =0 + 6E1/42




EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

Caso (1) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

p— —

D1 = HKZI TK51
Ke1

3ormbar VA VA VA
e P
~ +6E1/42 0

!

!
!
!
!

o)

: x D1
12E1/ 43 Jﬂ 6E1/42 +6EI/42] 10
<+ 4 77777 77577 77777
Kin=+EA/6 +12EI/43 Kau=-EA/6
Ky»y=0+0 K51 =0
Kz =0+ 6EI/42 Ke1 =0

Figura 6.31 — Caso (1) da estrutura da Figura 6.28.



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos +T ¢\
—»
Caso (2) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

Ki2=0+0

Kz =+3El/63 + EA/4

Kz =+3El/62+0




EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

Caso (2) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

T(,E(EEHEM;
d3| B3grf12)d -
= _ _T_ —

f13)d]
b L Fs

K1

;EA/\

Ki2=0+0

Kx=+3El/6%+ EA/4 \
lEA/4

K2=+3El/62+0




EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

Caso (2) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

$EA/4

Kiz2=0+0

Kax=+3El/6%+ EA/4

Ka=+3El/62+ 0

A6

>

VA
0__ +3E1/62 0 __0
0L 10
77577 77777
Kix=0
Ks2 = -3EI/63
Ke2=0

Figura 6.32 — Caso (2) da estrutura da Figura 6.28.
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EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos

Caso (3) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

6El/ 42

Kiz =0 + 6El/42

Kz =+3EI[/62+0

Kz = + 351/6+4EI/4

A6

—»
~ ~
K ||> +3EI/6 0 = d‘
+4E]/4 0
x D3
+2E1/4] 10
rrrred o
Ksz =0
Kss = - 3E1/ 62
Kﬁ?, =0

Figura 6.33 — Caso (3) da estrutura da Figura 6.28.



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos +T ¢\

Caso (4) — Deslocabilidade D, isolada no SH.

_ty

TK%} Dy = 16 ;| Ksy
Kes

K34 ﬂf? ~/
L AN ]
' 0 +6E1/42

!
'
!
!
JCD4

'
12Ef/43 ] 651/42 0L +6E1/42__
77777 77777 77777
Ki=-EA/6 Kes =+ EA/6 + 12E1/43
Kss =10 Kss=0+0
Kas =0 K54=D+6E1/42

Figura 6.34 — Caso (4) da estrutura da Figura 6.28.



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 2: Casos Basicos +T ¢\
Caso (5) — Deslocabilidade D, isolada no SH.
I Kss |
K25 === wKes
@ S < —
‘‘‘‘‘‘ - '"r‘h ' AVA
K1s \ JK% Ds=1 | oF -3E1/62 0,
(1) .
0L 40
J'rEA /4
Ki5=0 Kis=0+0
Kas = - 3E1/ 6 Kss =+ 3EI/6* + EA /4
Kss = -3EI/62 Kes=0+0

Figura 6.35 — Caso (5) da estrutura da Figura 6.28.



T K2

Passo 2: Casos Basicos

6E1/42

Kes

Kig=0

K26=0

K36=0

Caso (6) — Deslocabilidade Dy isolada no SH.

TK%

0

~

EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

A6

>

{

()

Ki = 0 + 6E1/42

Ksg=0+0

Kes =0+ 4EI/4

Figura 6.36 — Caso (6) da estrutura da Figura 6.28.
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EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 3: Superposicao de Efeitos

4

(—10,0] E 25/48
+37,5 0
+ 45,0 +3/8
= EI
0 -1/3
+22.5 0
0] |0

D, =+156,55/EI
D, = —63,35/EI
D, = —68,75/El

D5 = —56,65/El
Dy =—51,45/El

D, =+137,25/El

0
+37/72
+1/12
0
~1/72
0

+3/8  -1/3
+1/12 0
+3/2 0

0  +25/48
-1/12 0

0  +3/8

0
~1/72
~1/12

0
+37/72
0

0

0

0
+3/8

0

1
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EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

M=My+ M Dy + M> D>+ Ms D5

Os diagramas finais de esforcos da estrutura podem ser
obtidos pela superposicao dos diagramas de cada um
dos casos basico.



EXEMPLO 3: Portico com articulagcao

Passo 4: Determinacao dos esforcos internos

Indicagdo dos momentos fletores

Configuragdo deformada:
(ampliada exageradamente) usando a convencdo de sinais:

Dl D4|
| ~ D5 I—*_‘“j"I Olrﬁ
D ]‘\7\ D; 197 01T of
/D3 ..’JD 6 @ [kNm]
| v
' +243] +257]
rrrrrd 7777 rrrrrd Frrrrd

Sentidos dos momentos fletores Diagrama de momentos fletores:
(tracado do lado das fibras tracionadas)

nas extremidades das barras:

/_\ 10,1

10,1
25,7

24 3
M
A A 3

Figura 6.37 — Configuragao deformada e diagrama de momentos fletores da estrutura da Figura 6.28
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EXEMPLO 4: Portico com Barra Inclinada



EXEMPLO 4: Portico com barra inclinada

Considere as duas estruturas mostradas abaixo. A da esquerda € um quadro
Isostatico e a da direita € um quadro hiperestatico. Os dois quadros sofrem a
mesma solicitacdo: uma forca horizontal de 50 kN aplicada no apoio da direita e
um recalgue desse mesmo apoio de 6 mm para baixo. Todas as barras tém um
material com moédulo de elasticidade E = 1,0 x 108 kN/m? e se¢Bes transversais
com momento de inércia I = 1,0 x 103 m*. Considere valida a hipotese de
pequenos deslocamentos.



CONTINUA na Proxima Parte
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