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Superposição de casos básicos



Superposição de casos básicos



DESLOCABILIDADES



DESLOCABILIDADES

As deslocabilidades são as incógnitas do Método dos

Deslocamentos e pode ser definida como:

Di deslocabilidade de uma estrutura i → : componente de deslocamento ou 

rotação livre (não restrita apenas aos apoio) em um nó da estrutura, na 

direção de um dos eixos globais.



DESLOCABILIDADES

Di deslocabilidade de uma estrutura i → : componente de deslocamento ou 

rotação livre (não restrita apenas aos apoio) em um nó da estrutura, na 

direção de um dos eixos globais.



DESLOCABILIDADES

O modelo estrutural utilizado nos casos básicos (caso (0)) é o de uma

estrutura obtida a partir da estrutura original pela adição de vínculos na

forma de apoios fictícios. Esse modelo é chamado de Sistema

Hipergeométrico (SH) - os nós são engastados completamente.



DESLOCABILIDADES
As funções de forma, definem as elásticas elementares da barra isolada.

u(x) = b1x + b0 u(x) = N1(x) d1 +N4 (x) d4

v(x) = N2 (x) d2 +N3 (x) d3 +N5 (x) d5 +N6 (x)d6

𝑁𝑖 𝑠ã𝑜 𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎

Barra indeformada tracejada (---)

Barra azul deformada por deslocamento horizontal 

Barra vermelha deformada por deslocamento verticais

Barra marrom deformada por rotações 

v(x) = c3 x3 + c2 x2 + c1 x + c0

Equação de Navier:



DESLOCABILIDADES
Conceitos fundamentais – Como determinar as Funções de forma

= N2 (x)0 +N3 (x) 1+N5 (x) 0+N6 (x)0

v(0) = 0

𝑑𝑣

𝑑𝑥
0 = 1

v(l) = 0

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑙 = 0

v(x) = c3 x3 + c2 x2 + c1 x + c0

c3 03 + c2 02 + c1 0 + c0=0

Sistema de equações para determinar as ciCondições de contorno

c3 l3 + c2 l2 + l =0

3c3 02 + 2c2 0 + c1=1

3c3 l2 + 2c2 l + 1=0

c0=0

Constantes

c1=1

c3=-(c2 l + 1)/ l2=0

c2=-2/ l

c3=1/ l2

𝑣 𝑥 =
1

𝑙2
𝑥3 −

2

𝑙
𝑥2 + 𝑥

v(x) = N2 (x) d2 +N3 (x) d3 +N5 (x) d5 +N6 (x)d6
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DESLOCABILIDADES

Conceitos fundamentais – Coeficientes de rigidez locais

Sistema real Sistema Virtual

𝐾23𝑑3
′ × 1 = න

0

𝑙

𝐸𝐼
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𝑑𝑥
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ҧ𝑣(x) = N2 (x) d2

v(x) = N3 (x) d3

= න
0

𝑙

𝐸𝐼
𝑑2𝑁3(𝑥)
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𝑑2𝑁2(𝑥)

𝑑𝑥
𝑑𝑥

𝐾23𝑑3
′ × 1 = න

0

𝑙

𝐸𝐼 −
4

𝑙
+

6𝑥

𝑙2
−

6

𝑙2
+

12𝑥

𝑙3
𝑑𝑥 = න

0

𝑙

𝐸𝐼
75𝑥2

𝑙5
−

84𝑥

𝑙4
+

24

𝑙3
𝑑𝑥 

𝐾23 =
6𝐸𝐼

𝑙2

𝐾23 = 𝐸𝐼
75 𝑙3

3 𝑙5
−

84𝑙2

2 𝑙4
+

24 𝑙

𝑙3
= 𝐸𝐼

24

 𝑙2
−

42

𝑙2
+

24 

𝑙2



DESLOCABILIDADES

A generalização desse resultado para as outros coeficientes resulta na 

nos valores dos coeficientes de rigidez abaixo:



Metodologia de análise pelo Método dos 
Deslocamentos 

(Método do Equilíbrio/Método da Rigidez)



Método dos Deslocamentos

Para facilitar o entendimento do método, esta apresentação é feita

com base em um exemplo, que é mostrado na Figura. Todas barras

têm A = 1,2⋅10-2 m2; I = 1,2⋅10-3 m4 e E = 1,2⋅107 kN/m2.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 1: Sistema Hipergeométrico (SH)

Deslocabilidades: No exemplo, d = 3.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Básicos

O número de casos básicos é sempre igual a d + 1. No exemplo, isso resulta

nos casos (0), (1), (2) e (3) que são mostrados a seguir.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 2: Casos Básicos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.

O caso básico (0) isola o efeito da solicitação externa (carregamento

aplicado) no SH

as forças e os momentos que aparecem nos

apoios fictícios do SH βi0, são chamados de

termos de carga.

βi0 → reação no apoio fictício associado à

deslocabilidade Di para equilibrar o SH

quando atua a solicitação externa

isoladamente, isto é, com deslocabilidades

com valores nulos.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.

1 - Reações de Engastamento Perfeito em Barras:

O caso (0) corresponde a uma situação

de engastamento perfeito!

A determinação das reações de

engastamento perfeito de uma barra

solicitada para um carregamento

externo genérico é feito com base no

Teorema de Betti:



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



Metodologia: Método dos Deslocamentos



Metodologia: Método dos Deslocamentos



Metodologia: Método dos Deslocamentos

2 - Soluções quando são impostos deslocamentos nas

extremidades (Casos (1, 2..., n) são impostos deslocamentos

unitários):



Metodologia: Método dos Deslocamentos

2 - Soluções quando são impostos deslocamentos nas

extremidades:



Metodologia: Método dos Deslocamentos
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Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Considera-se um valor unitário para D1, sendo o efeito de D1 = 1

multiplicado pelo valor final que D1 deverá ter.

Kij → coeficiente de rigidez

global:

Força ou Momento que deve

atuar na direção de Di para

manter o SH em equilíbrio

quando Dj = 1 e as demais

deslocabilidades são nulas.

Passo 2: Casos Básicos



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Considera-se um valor unitário para D1, sendo o efeito de D1 = 1

multiplicado pelo valor final que D1 deverá ter.

Passo 2: Casos Básicos

Uma das vantagens do

Método dos Deslocamentos

(em relação ao Método das

Forças) é que o cálculo dos

coeficientes de rigidez é

baseado em valores

tabelados!



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Considera-se um valor unitário para D1, sendo o efeito de D1 = 1

multiplicado pelo valor final que D1 deverá ter.

Passo 2: Casos Básicos

Essa vantagem também

facilita a implementação

computacional do Método

dos Deslocamentos!



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (2) – Deslocabilidade D2 isolada no SH.

Considera-se um valor unitário para D2, sendo o efeito de D2 = 1

multiplicado pelo valor final que D2 deverá ter.

Os coeficientes Kij e Kji,

sempre serão iguais,

conforme o Teorema de

Maxwell.

Passo 2: Casos Básicos



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Caso (3) – Deslocabilidade D3 isolada no SH.

Considera-se um valor unitário para D3, sendo o efeito de D3 = 1

multiplicado pelo valor final que D3 deverá ter.

Passo 2: Casos Básicos



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 3: Superposição de Efeitos

Utiliza-se a superposição de efeitos para restabelecer as condições de

equilíbrio do nó interior.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 3: Superposição de Efeitos



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 3: Superposição de Efeitos



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Os diagramas finais de esforços da estrutura podem ser obtidos pela 

superposição dos diagramas de cada um dos casos básico.



Metodologia: Método dos Deslocamentos

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Esse resultado pode ser generalizado para todos os esforços internos:



Convenções de Sinais



Convenções de Sinais

É conveniente introduzir uma convenção de sinais para forças e

momentos:



EXEMPLO 1: Viga Contínua 



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Considere a viga contínua mostrada na Figura 6.11. O valor da

rigidez à flexão da viga é EI = 1,2 x 104 kNm2. O valor da carga

uniformemente distribuída é q = 12 kN/m.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 1: Sistema Hipergeométrico (SH)

Deslocabilidades: No exemplo, d = 2.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 2: Casos Básicos

O número de casos básicos é sempre igual a d + 1. No exemplo, isso resulta

nos casos (0), (1) e (2) que são mostrados a seguir.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 2: Casos Básicos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 
Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH (engastamento

perfeito.

Nas imagens, os sentidos positivos são

os seguintes:



EXEMPLO 1: Viga Contínua 
Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH (engastamento

perfeito.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 
Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH (engastamento

perfeito.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos

Nas imagens, os sentidos positivos são

os seguintes:



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Caso (2) – Deslocabilidade D2 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Caso (2) – Deslocabilidade D2 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Os diagramas finais de esforços da estrutura podem ser 

obtidos pela superposição dos diagramas de cada um 

dos casos básico.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos

M0

M1

M2



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos

M0

M1

M2



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos

É preciso interpretar a convenção de sinais de momentos fletores, verificando o

sentido dos momentos nas extremidades das barras.



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos

+ extremidade - + extremidade - + extremidade +



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos

+ extremidade - + extremidade - + extremidade +

NÓ - + NÓ - + NÓ - - NÓ



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 1: Viga Contínua 

Observações:

1) Os esforços nas barras e as reações de apoio são sempre determinados com

base em configurações deformadas conhecidas;

2) Apesar dessa metodologia não ser intuitiva para quem começa a aprender o

Método dos Deslocamentos, a solução de cada caso básico é bem simples;

3) As deformações impostas são sempre configurações muito simples: ou são a

solução de engastamento perfeito do caso (0) ou é imposta apenas uma

deslocabilidade isolada nos outros casos.

4) Os esforços e reações em cada caso básico são obtidos de soluções tabeladas.

Esta metodologia simples também permite algoritmos de fácil implementação

computacional



EXEMPLO 2: Pórticos Simples



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

As duas barras têm o mesmo material com módulo de elasticidade E

e têm a mesma seção transversal, cuja relação entre área A e

momento de inércia I é dada por A/I = 2 m-2. O objetivo do exemplo

é a determinação do diagrama de momentos fletores.



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 1: Sistema Hipergeométrico (SH)

Deslocabilidades: No exemplo, d = 3.



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 2: Casos Básicos

O número de casos básicos é sempre igual a d + 1. No exemplo, isso resulta

nos casos (0), (1), (2) e (3) que são mostrados a seguir.



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 2: Casos Básicos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.

Os termos de carga β10, β20 e β30 do caso (0) são indicados com seus sentidos

positivos. O sentido real vai ser dado pelo sinal do termo. Se for negativo, isso

indica que o sentido é contrário ao desenhado. Nesse caso, como as cargas são

aplicadas diretamente sobre o nó onde foram colocados os apoios fictícios do SH,

os termos de carga são obtidos diretamente pelo equilíbrio do nó.



EXEMPLO 2: Pórticos Simples
Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH (engastamento

perfeito.



EXEMPLO 2: Pórticos Simples
Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH (engastamento

perfeito.



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Caso (2) – Deslocabilidade D2 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Caso (3) – Deslocabilidade D3 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Os diagramas finais de esforços da estrutura podem ser 

obtidos pela superposição dos diagramas de cada um 

dos casos básico.



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 4: Determinação dos esforços internos

M0 M1 M2 M3



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 4: Determinação dos esforços internos

+
N

Ó
-

+ NÓ -

+
ex

tr
em

id
a
d
e

+

- extremidade -

- NÓ +



EXEMPLO 2: Pórticos Simples

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação 
interna (Exercício quente)



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

As três barras têm a mesma seção transversal, com área A e

momento de inércia I, e material com módulo de elasticidade E. A

relação entre A e I é dada por A/I = 2 m-2.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 1: Sistema Hipergeométrico (SH)

Deslocabilidades: No exemplo, d = 6.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 2: Casos Básicos

O número de casos básicos é sempre igual a d + 1. No exemplo, isso resulta

nos casos (0), (1), (2) ... (6) que são mostrados a seguir.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 2: Casos Básicos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 2: Casos Básicos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 2: Casos Básicos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 2: Casos Básicos

Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação
Caso (0) – Solicitação externa (carregamento) isolada no SH (engastamento

perfeito.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (1) – Deslocabilidade D1 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (2) – Deslocabilidade D2 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (2) – Deslocabilidade D2 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (2) – Deslocabilidade D2 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (3) – Deslocabilidade D3 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (4) – Deslocabilidade D4 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (5) – Deslocabilidade D5 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Caso (6) – Deslocabilidade D6 isolada no SH.

Passo 2: Casos Básicos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 3: Superposição de Efeitos



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 4: Determinação dos esforços internos

Os diagramas finais de esforços da estrutura podem ser 

obtidos pela superposição dos diagramas de cada um 

dos casos básico.



EXEMPLO 3: Pórtico com articulação

Passo 4: Determinação dos esforços internos



EXEMPLO 4: Pórtico com Barra Inclinada



EXEMPLO 4: Pórtico com barra inclinada

Considere as duas estruturas mostradas abaixo. A da esquerda é um quadro

isostático e a da direita é um quadro hiperestático. Os dois quadros sofrem a

mesma solicitação: uma força horizontal de 50 kN aplicada no apoio da direita e

um recalque desse mesmo apoio de 6 mm para baixo. Todas as barras têm um

material com módulo de elasticidade E = 1,0 x 108 kN/m2 e seções transversais

com momento de inércia I = 1,0 x 10-3 m4. Considere válida a hipótese de

pequenos deslocamentos.



...
CONTINUA na Próxima Parte
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