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*Critérios de escoamento para materiais
ducteis em estado plano de tensao



Critérios de escoamento materiais ducteis

»Boa parte dos acos estruturais utilizados na
estruturas civis e de maquinarios sao feitos com
material DUCTIL.

» Onde sao projetados de modo que o material nao
escoe sob as condicOes esperadas de
carregamento;



Critérios de escoamento materiais ducteis

» Quando o elemento esta sob um estado de tensao
uniaxial, o valor da tensao normal que fara o material
escoar pode ser obtido facilmente por um ensaio de
tracao:

p' P
. C o
& ——] —— —-
P 28

o

T, T,

/
o (MPa)

- ,Escoamento : o
- - R

- —» !
. Recuperacao Estrnc-;
. . domaterial ' cao : vy
A 0,02 0,2 0,25
0,0012

(a) Ago com baixo teor de carbono




Critérios de escoamento materiais ducteis

» Quando o elemento esta sob um estado de tensao
uniaxial, o valor da tensao normal que fara o material
escoar pode ser obtido facilmente por um ensaio de
tracao:
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(a) Ago com baixo teor de carbono




Critérios de escoamento materiais ducteis

» Mas e quando um elemento estrutural ou componente de
maquina esta em um estado plano de tensao ?

\




Critérios de escoamento materiais ducteis

» Mas e quando um elemento estrutural ou componente de
maquina esta em um estado plano de tensao ?

I
» E conveniente considerar as = : \
. tensBes principais o, € o, em y L
um dado ponto; o
Critério de Critério de

Tresca > von Mises



Critério da tensao de cisalhamento
maxima (Critéerio de Tresca)



Critério de Tresca

» 0 escoamento em materiais ducteis é provocado pelo
deslizamento do material ao longo de superficies

obliguas: E

TensOes cisalhantes é a
principal responsavel
pela falha

(a)



Critério de Tresca

> 0 escoamento em materiais ducteis e provocado pelo
deslizamento do material ao longo de superficies

obliguas: E

TensOes cisalhantes é a
principal responsavel
pela falha

> Seguranga: gméx < gensaio’é
quando o corpo de prova:
comeca a escoar. 5

(a)



Critério de Tresca

» Para o estado plano de tensdao, o valor maximo da
tensdo de cisalhamento &, ., € igual:
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Critério de Tresca

» Se as tensoes principais o, € o, tiverem o mesmo sinal, o
critério da tensao de cisalhamento maxima resultara :
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Critério de Tresca

» Se as tensoes principals o, e g, tiverem sinais opostos, 0
critério da tensao de cisalhamento maxima resultara em:

O, — G-b‘ < OF

/
.-\‘: /

llllll



Critério de Tresca

» As relacoes obtidas foram representadas graficamente
na Figura:
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Critério da energia de distorcao maxima
(Critério de von Mise)



Critério de Tresca

> Este critério baseia-se na determinacao da energia de
distorcéo, isto e, da energia associada a variacdes na
forma do material :



Critério de Tresca

> Este critério baseia-se na determinacao da energia de
distorcéo, isto e, da energia associada a variacdes na
forma do material :
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Critério de Tresca

> Este critério baseia-se na determinacao da energia de
distorcéo, isto e, da energia associada a variacdes na
forma do material :
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*¥7.10. Transformacao do estado plano de
deformacao



Transformac¢ao do EPD

» Exemplo de EPD: placa submetida a forcas
uniformemente distribuidas, ao longo de suas bordas, e
Impedida de se expandir/contrair lateralmente por meio
de suportes fixos, rigidos e planos.

U >€z:7zx:7zy:0

> H{ i\l Smp/ort e

&y

Suporte fixo




Transformac¢ao do EPD

» Exemplo de EPD: placa submetida a forcas
uniformemente distribuidas, ao longo de suas bordas, e
Impedida de se expandir/contrair lateralmente por meio
de suportes fixos, rigidos e planos.

U >€z:7zx:7zy:0

> H{ i\l Smp/mm _

Componentes de

deformacéao que
/Q/ restam
\—> €,, Gy C ")/xy.

Suporte fixo




Transformac¢ao do EPD

» Exemplo de EPD: barra de comprimento infinito com
seus lados submetidos a forcas uniformemente
distribuidas.

y —> €, = Yy = Vy =0

Componentes de
deformacéao que
restam

—> €, €, € Y,y



Transformac¢ao do EPD

» Objetivo:  Determinar em termos de ¢, &, 7y, € 6 as
componentes de tensao ¢y, &'y, ¥y,

Aplicacao das
cargas

As| Qe jl>
As




Transformac¢ao do EPD

» Objetivo:  Determinar em termos de ¢, &, 7y, € 6 as
componentes de tensao ¢, €'y, y’, associadas com o
sistema de referéncia x’y "obtido pela rotacao dos eixos x
e y de um angulo 6.
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Transformac¢ao do EPD

» Deducdo: Determinar a "’

deformacao para uma linha 6 As B
g p ) AM Ay
AB qualquer, apos Tl A C

aplicacao do carregamento

O x



Transformac¢ao do EPD

» Deducao: y

Aplicando a lei dos Cossenos
paraA’B’C’-

O x
(A'B')> = (A'C')* + (C'B')* — 2(A'C')(C'B') cos (g + 'y_n.)
(As)’[1 + (@) = (Ax)(1 + €)* + (Ay)*(1 + )’

—2(Ax)(1 + €)(Ay)(1 + €,) cos (% + '}/n)



Transformac¢ao do EPD

» Deducao: y

Aplicando a lei dos Cossenos
paraA’B’C’-

O *
(A'B'Y = (A'C'Y + (C'B'Y> — 2(A'C")(C'B') cos (g + 'y_n,)
(As)’[1 + €0)) = (Ax)*(1 + &) + (Ay)*(1 + €,)°
—2(Ax)(1 + €)(Ay)(1 + €,) cos (% + '}/n)
Ax = (As)cos 6 Ay = (As)sen 6

e observamos que, como 7,, € muito pequeno,

m
cos (E + Tn-) = TSeN Yy = YV



Transformac¢ao do EPD

» Deducao:

/ \ B
i ) 0
Aplicando a lel dos Cossenos 0
paraA’B’C’:
@, x
Finalmente, chega-se: ()

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________________



Transformac¢ao do EPD

» Deducao: )
Aplicando a lel dos Cossenos
paraA’B’C’:
O X
Finalmente, chega-se: (b)

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————

- . - - -~ . - - - - - - - - - - - - - - . o - o . - - . . - . .



Transformac¢ao do EPD

» Substituindo @ por 6 + 90°, obtemos &’ :

__________________________________________________________________________



Transformac¢ao do EPD

» Substituindo @ por 6 + 90°, obtemos &’




Transformac¢ao do EPD

» A partir de:

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————

___________________________________________________________________________

______________________________

______________________________

___________________________________________________________________

Yoy = —(€ — €)sen 260 + vy, cos 260

____________________________________________________________

____________________________________________________________



Formulario: EPD

Ve
= ¢os 26
) COS




Comparando com o Formulario: EPT




Comparando com o Formulario: EPT

» As Equacoes para a Transformacao do Estado Plano
de Deformacdo (EPD) sao muito semelhantes as
equacoes deduzidas para a Transformacao do Estado
Plano de Tensao (EPT);

» Deve-se notar, que as tensoes de cisalhamento ¢, e
¢, deverao ser substituidas por metade das
deformac0Oes de cisalhamento correspondentes, isto e,
por %2 y,, € %2 y,.,,,, respectivamente.

» Dessa forma, todas as consideracoes feitas para o EPT
sao validas para o EPD. (Por exemplo: Circulo de
Mohr)




Formulario: Deformacoes Principais

> Angulos nos quais ocorrem as
deformacoes principais

£x — ¢y 1 » Angulos nos quais ocorrem a minima e
maxima deformacoes por cisalhamento

» Deformacoes por
Cisalhamento
maxima em modulo

» Deformacao normal correspondente a
deformacao cisalhante maxima:




Formulario: Deformacoes Principais

_ 275 i » Angulos nos quais ocorrem as tensdes
. principais

(AR ERELEER]

g, — 0, J o2 A > TensOes Principais
2 .

L

o.-0o,i » Angulos nos quais ocorrem as tensdes
» :  cisalhantes minima e maxima

> Tensdes Cisalhante
maxima em modulo

» Tensao normal correspondente a tensao
cisalhante maxima:




Circulo de Mohr para o estado plano de
deformacao



Circulo de Mohr para o EPD

| PROCEDIMENTOS:

- :1) Para um estado plano de,
Y(e, i+ 3V : \ I deformacao conhecido, plotar osi
| | pontos X e Y; |
O |"-. ,.-": € | _ _ |
\ ' X = (£X’ - ny/2) Y = (£Y, + yxy/2) |
- X = 37 | i
o _ I
I |
37D i2) Marca o centro do circulo noj
. Ponto C = (Eneai0): |
] | Ex T & i |
| i‘?ﬁmed — 2 i



Circulo de Mohr para o EPT

37> | ' PROCEDIMENTOS: |

|3) Unir o Centro aos pontos X e Y eI
vt determinar o Raio R: !

e )

| 4) Determinar as tens@es principais: :
| e plotar os pontos (&;,4:0) € (€min:0);

O

I eméx — Eméd + R



Circulo de Mohr para o EPT

i PROCEDIMENTOS: |

i5) Calcular o angulo entre o eixol

b | ;
/ \Aéj,y\ -original (x) e 0s eixos principais|

L (x): (26, e 26,): 6, = 6,+90°; '

9?" As (]— +Em|’n) I(X) ( { ______ ‘ _)_____2_____}____ I
< : | Yxy | '
) a I itg(zep) - g iyr_ﬁ‘ i I

ps (L En I Y |

)0, 16) Determinar as deformacdes de!

* icisalhamento maximas, pontos: |

i(emed;R) e (s -R) €O énguloi

: correspondente para €ssas |

! deformagoes: (6, + 45°);



Exemplo 7.4 (Beer et al., 2008)

De um material em estado plano de deformacao, sabe-se
que o lado horizontal de um quadrado de 10 mm se alonga
em 4 um, enquanto o seu lado vertical permanece
Inalterado, e que o angulo do canto iInferior esquerdo
aumenta de 0,4.1073 rad. Determine

(a) Os eixos principais e as deformacOes especificas
principais é;

(b) A deformacédo de cisalhamento maxima e a deformacéao
especifica normal correspondente.




Exemplo 7.4 (Beer et al., 2008)

(a) Primeiro determinamos as coordenadas dos pontos X e
Y no circulo de Mohr para deformacao especifica:

+4 X 10 °m
€, = — = +400 u e, =0
10 X 10°m

> |5

= 200 p



Circulo de Mohr para o EPD

+4 X 10 °m

_ _ _ Yol
€, = 0 % 10°m +400 w € =20 5 200 w —l
Aumento do
%)’(M)) angulo (-)
D PROCEDIMENTQOS:

X(400,200) 1) Para um estado plano de
deformacao conhecido, plotar
0S pontos X e Y;

X = (£X’ B ny/2) = (4001 '('200))
Y = (&, * Yy/2) = (0; -200)

A e(w)

Y(0, — 200)




Circulo de Mohr para o EPD

+4 X 10 °m

_ _ _ daldy
€, = 0 % 10°m +400 w € =20 5 = 200 u —l
Aumento do
%)’(M)) angulo (-)
D PROCEDIMENTOS:

X(400,200) 2) Marca o centro do circulo no
ponto C = (&,,,4;0):

P )

B A\ e(w) i _ Ex + gyi
“med — |
2]
Y(0, — 200)
E €, + €
- =200 w



Circulo de Mohr para o EPT

+4 X 10 °m
€, = — = 1+400 €, =20
10 X 10°m

Yo

= 200 u

Aumento do
%)’(M)) angulo (-)

D PROCEDIMENTOS:

X(400,200)  3) Unir o Centro aos pontos X e
Y e determinar o Raio R:

A elp) P \/(Ex — €y>2 N (%ﬂ)z
2 2

_ 2
. R = J(4°°2 2)” + (~200)2 = 283

Y(0, — 200)




Circulo de Mohr para o EPT

€x

+4 X 10 °m
10 X 10°m

_ Yo

0

E}, —

= +400 w = 200 u

Aumento do
angulo (-)

PROCEDIMENTOS:

4) Determinar as tensOes
principais: e plotar os pontos

(8méx;0) € (Emin;O);

X(400, 200)

Y(0, — 200)

€nix — Emgq T R

€min = €med — R
€14 = €mag + R =200+ 283 = 483
€25 = €meqg — R =200 - 283 =-83



Circulo de Mohr para o EPT

 +4X107°m B Yo |
€, = O < 10°m +400u €, =0 — | = 200 u
2y(w) Aumento do
angulo (-)

X(400, 200) PROCEDIMENTOS:

5) Calcular o angulo entre o eixo
original (x) e os eixos principais

. AW ) (20,0 260,): 6, = 0,+90°
Y(0, — 200) itg(Zé?p = Yxy i
: BT
20, = arctan (4_(;:)0_00): -45° — > 0 =-22,5°+ 90°=67,5°

0, = -459/2 = -22,5° —



Circulo de Mohr para o EPT

+4 X 10 °m
€, = = 1+400 €, =20

Yo

= 200 u

’ 10 X 10°m

Aumento do
angulo (-)

PROCEDIMENTOS:

6) Determinar as deformacdes de
cisalhamento maximas, pontos:
(emeqsR) € (emeqs -R) € 0 @ngulo
correspondente  para  essas
deformacoes: (6, + 45°);

(emsa; R) = (200; 283) —> 05 = -22,5° +45°=22,5°

(emea; —R) = (200; —283) |



Estado geral de deformacao:
Semelhante ao de Tensao



Medidas de deformacao e rosetas de
deformacao



Medidas de deformacgao

» Medidas de deformacao: Em boa parte dos trabalhos
experimentais se utiliza extensometros (strain gages)
para fornecer medicoes precisas da deformacao normal




Medidas de deformacgao

» Medidas de deformacao: Em boa parte dos trabalhos
experimentais se utiliza extensometros (strain gages)
para fornecer medicoes precisas da deformacao normal

g PROCEDIMENTOS:

O extensometro é colado na

superficie do material, com as

dobras do fio em direcao paralela a
: AB.



Medidas de deformacgao

» Medidas de deformacao:

» As deformacOes causadas por cisalhamento sao
malis dificeis de se medir diretamente do que as
deformacoes normais;



Medidas de deformacgao

» Medidas de deformacao:

» As deformacOes causadas por cisalhamento sao mais
dificeis de se medir diretamente do que as deformacoes
normais;

> Mas podem ser obtidas através da medicao de
deformacOes normais em duas ou 3 direcoes
diferentes, utilizando uma roseta de deformacoes



Medidas de deformacgao

» Medidas de deformacao:

» Mas podem ser obtidas através da medicdo de deformacoes
normais em duas ou 3 direcoes diferentes, utilizando uma roseta
de deformacoes (Mais utilizadas roseta de 45 ou 60°)

Y




Medidas de deformacgao

» Medidas de deformacao:

> Assim, para determinar o ESTADO DE DEFORMACAO
em determinado ponto, basta aplicar a formula vista
anteriormente e resolver o sistema de equacoes para 3
Incognitas:

€, = €,c0s° 0, + €, sen” @, + Yy SEN O COS 0,

€, cos” 0, + €,sen’ 0, + y,, sen O, cos 6, A

M
b2
|

€, cos” 0; + €, sen” O; + y,, sen O cos 6;

M
o8
I



Relacao com o Estado de Tensoes

Para determinar os valores das tensoes com base nos valores de
deformacoes basta aplicar a Generalizacao da Lel de Hooke:

(1= Ve + v(e, + e)]

Jx.: |

' (1 + (1 —2v)
- E

E(T\_
- (1 + v)(1 —2v»)

o = S (1 - e +
i (1 + v)(1 —2vp)

--------------------------------------------------------------------------------------------------------

{(1 — Ve, + v(e. + ex)]




Exemplo 7.7 (Beer et al., 2008)

Usando uma roseta de 60°, foram determinadas as seguintes
deformacoes especificas no ponto Q na superficie de uma
base de maquina de aco. Determine no ponto Q as
componentes de deformagoes g,, €, € vy,

€, =40 u €, = 980 w e; = 330 w




Exemplo 7.7 (Beer et al., 2008)

Yy

Para 0s eIxos de coordenadas mostrados?:

6| =0 92 = 60° 63 = 120°
Substituindo esses valores nas Equacoes

€, =40 u €, = 980 u e; = 330 u

€, = €,c08* 0, + €,sen” 0, + vy, sen B, cos 0,
€, = €,cos” 6, + €,sen” 0, + y,, sen , cos 6,
€; = €,c08” 0; + €,sen’ O; + y,, sen O; cos 6,



Exemplo 7.7 (Beer et al., 2008)

Yy

Para 0s eIxos de coordenadas mostrados:

0, =0 0, = 60° 0, = 120°
Substituindo esses valores nas Equacoes

& = (1) +e(0)  + v,(0)1)
€, = €,(0,500)* + €,(0,866)" + 7v,,(0,866)(0,500)
e.(—0,500)* + €,(0,866)* + 7¥,,(0,866)(—0,500)

m
W
|



Exemplo 7.7 (Beer et al., 2008)

)

Para 0s eIxos de coordenadas mostrados:

0, =0 0, = 60° 0, = 120°

Substituindo esses valores nas Equacoes

€; = (1) + €,(0) + 7,(0)(1)
€, = €,(0,500)* + €,(0,866)" + 7v,,(0,866)(0,500)
€3 = €,(—0,500)> + €,(0,866)" + 7v,,(0,866)(—0,500)

Resolvendo essas equagdes para €,, €, € Y,,, obtemos

€, = € e, = 1(2¢e, + 2¢; — €) 0 .
* Yoo ‘ > 0,866
Substituindo os valores dados para €y, €, € €3, temos
e, = 40 €, = 1[2(980) + 2(330) — 40] €, = +860 p

Yy = (980 — 330)/0,866 Yo = 750 p



CONTINUA



